INS Pere Vives i Vich Departament de matematiques PERE

Examen funcions-successions
1" Batxillerat
6 de febrer de 2026

Nom i Cognoms:

1. (1 punt) Considereu el segiient polinomi de grau n a coeficients enters:
p(z) = ag + a1x + axx® + -+ apz”, a; €7Z
Demostreu que, si a € Z és un arrel entera de p(z) aleshores a divideix ay.

Solucié:

Pel Teorema Fonamental de 1’Algebra, si a és una arrel de p(z), aleshores (z — a) és un
factor del polinomi. Podem escriure p(z) com:

p(z) = (z —a) - g(x)

on ¢(x) és un polinomi que també té coeficients enters (ja que p(x) té coeficients enters
i el coeficient lider de (x — a) és 1).

Avaluem el polinomi en x = 0:
p(0) =ag+a1(0) +-- -+ a,(0)" = ag
D’altra banda, substituint a ’expressié factoritzada:
p(0) = (0—a) - q(0) = —a - q(0)

Igualant les dues expressions tenim que ag = —a - ¢(0). Com que ¢(0) és un nombre
enter (el terme independent de ¢(x)), aixo demostra que a és un divisor de aq.
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2. (1.5 punts) Considereu la segiient funci6

2x )
5 six <1
‘/L‘_
x:
six>1
xr— 2

(a) (0.75 punts) Trobeu el seu domini
Solucio:

Estudiem el domini de cada branca per separat:

e Branca 1 (z < 1): El denominador s’anul-la quan 22 —1 =0 = z = +1.
D’aquests dos valors, el que cau dins l'interval x < 1 és x = —1.

e Branca 2 (z > 1): El denominador s’anulla quan z —2 =0 = z = 2.
Aquest valor cau dins Uinterval x > 1, aixi que I’hem de treure.

Per tant, el domini és: D(f) =R\ {—1, 2}.
(b) (0.75 punts) Trobeu els punts de tall amb els eixos de coordenades
Solucié:
e Tall eix Y (z = 0): Fem servir la primera branca (0 < 1).

£(0) = 03(8)1 ~ 0 — Punt (0,0)

e Tall eix X (f(z)=0):

2 =0 = 2r=0 = =0 (Valid perque 0 < 1).

— Branca 1: 5% =
x4—1

— Branca 2: 28 =0 = 2:2-8=0 = 2°=4 = z=+2. El
valor x = —2 no pertany a la branca (x > 1). El valor x = 2 pertany
a la definicié de la branca, perd no pertany al domini (fa zero el
denominador), per tant no és un punt de tall.

L inic punt de tall és el (0,0).
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3. (2 punts) Considereu la funcié
flo) = 2=
€Tr) =

x+2

(a) (1 punt) Calculeu la funci6 inversa f~'(z).

Solucié:
Escrivim y = f(z) i aillem la variable z:
3z —1
75 4F 2
ylr+2)=3zx—-1
zy + 2y =3z — 1
2y+1=3z —zy
20+ 1=2(3—y)
2y +1
T= 2 y

y:

Finalment, intercanviem x i y per obtenir ’expressié de la inversa:

_2:v+1
33—z

f (@)

(b) (1 punt) Comproveu el resultat

Solucio:
Comprovem que f~'(f(z)) = x. Substituim f(z) dins de f~!(z):

2 3z—1 1
FH(f @) = %

Per simplificar, multipliquem numerador i denominador per (z + 2):

208z —-1)+ 1(z+2)
C 3 +2) -3z -1)

_ 6r —2+x+2
3z +6—-3zx+1
_7x_
==z

El resultat és correcte.
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4. (1.5 punts) Calculeu el domini de la segiient funcié:

flz) = Va3 —322+4

Solucié:

Per a que I'arrel existeixi, el radicand ha de ser no negatiu: x®—3x%+4 > 0. Factoritzem

el polinomi aplicant la regla de Ruffini (provem z = —1):
1 -3 0 4
—1 —1 4 —4

1 -4 4 0
Obtenim p(x) = (z + 1)(2? — 4z + 4). El segon factor és una identitat notable:
p(z) = (z +1)(z — 2)*

Estudiem el signe segons la multiplicitat de les arrels:

e L’arrel x = 2 té multiplicitat 2 (parella), per tant és una arrel doble i el signe no
canvia al seu voltant. De fet (z — 2)? sempre és positiu o zero.

e L’arrel x = —1 té multiplicitat 1 (imparella), per tant és una arrel simple i el
signe si que canvia.

Representacio grafica del signe:

—1 2
Domini

Per tant, el domini és D(f) = [—1, +00).
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5. (2 punts) Calculeu el segiient limit:
n2+1
. n*+2n—1 n?—3n—2)\271
lim —
n—o0 n+1 n—1
Solucié:
Primer resolem la resta dins del paréntesi fent comt denominador (n? — 1):
Bage — m*+2n—1)(n—1)— (n?—=3n—2)(n+1)
n?—1
P —n?+2m>-2n—n+1)— (n®+n®—3n*—3n—2n—2)
B n? —1
(P +n*—-3n+1)— (n® —2n® —5n—2)
- n2—1
_ 3n°+2n+3
- n2-1

El limit de la base quan n — oo és el quocient dels coeficients de major grau: 3/1 = 3.
El limit de I'exponent és 1/2. Per tant, el limit és:

L=372=43
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6. (1 punt) Considereu la funcié

flx)y=+vVzr -1

Sigui també g(z) la funcié de la segiient grafica:

6-5-4-3-2-1| 1 2 3 4 5 6

Trobeu el domini de (f o g)(x).

Solucio:

Volem el domini de f(g(z)) = v/g(z) — 1. Aix0 imposa la condicié g(z) — 1 >0 =
g(z) > 1. Observem la grafica per veure quan la funcié g(x) (linia blava) esta per sobre

o a l'algada de y = 1. Sabem que els talls sén a x = —1 i 2 = 1 (marcats amb punts).
Entre -1 i 1, la funcio esta per sota d’1. A la resta, esta per sobre. Per tant, el domini
és:

D(fog)=(—o0,—1]U[1,+00)
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