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1 Successions

Exercici 1.
Digueu si les segiients successions son geometriques. Doneu-ne la rao en cas que ho
SLGUIn.

e

b) a, = 2"

c) a, = 3"

d) a, = 52n73
e) a, =32
Solucio.

1\ a T 3" ‘ 1
a) a, = ( ) ntl _ i =371 Geométrica, r = 3 ta; =71

3 ) a, £ 3t
b) a, = 2" GZ—ZI = ;:—:ﬁ — onHA=nH3) — 9 Geométrica, de radr =2 i a; = 2%
c) a, = 32 a;:l = 32;7;:1) = 32nt1)=2n _ 32 Geométrica, de rad r = 3% i a; = 3*
d) a, = 5*"7? GZZI = 52;::_3 — 2 HD)=3-(n=3) — 52 Geométrica, de rad 5% i

a; = 5_1
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PER

—(n41)+2
_ Apt1 3-(n
e) a, = 3 nt2 ntl

. - 37n+2

_ 3—(n+1)+2—(—n+2) _ 3—1.

Geometrica, de rao

Digueu si les segiients successions son geometriques. Doneu-ne la rao en cas que ho

siguin ¢ quant val la suma dels primers 50 nombres.

a) a, =n?
b) a, =2""?
) 100n+1
c) ap = ———
a 104n
It
d) an = 32n+2

e ()

Calculeu els limits, si existeizen, de les segiients successions:
1 -n
s 1

a) a, = —-*— d) a, = | —

) an n?+1 ) an (nz)

9\ "1 n—+1
25

1\" 10"
n — 2 - = T
C) “ ( + n) f) an = 10n+1

Digueu si en resoldre els sequents limits s’obtenen indeterminacions o no. Resoleu-

los en cas que no n’hi hagi.

3

. —1\" 1\"
im 14— ) = . B
o Jm i () ) im () =
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1 2n?—n
o (1-1) = 7

1
d) lim V2 —2n+1—-vni+3n—1= g) lim (L>n2:

n—00 n—oo \ n?24+mn+1

2

vVt 4+ 3n2 -2 . 1 1 -
i — h) 1 -
O S e o I )\t

Calculeu els limits, si existeizen, de les seglients successions:

2_ n2+1
a) lim 2;13 3n2—1— 13 ¢) lim (2+ 3n?+n+1 n
nTee monT = e n—00 2?2 —n+1
2 _mn2 _ _
b) lim Lt Zwmsnol /) lim n’—2n  n’+3n+1
3 9,2 2
¢) lim n 2n +32n+1 on 2n3—i—1 r , n?—2n+3 —n242n+1
n—00 — im -
— n n + g . M2 il

2n’ —n+1 n*+2n+3
d) i — ; 2 _ —n2—
) o 1+ 1 on — 1 h) nhm Vn2—3n+1—+vn2—-2n+3

Considereu la successio definida amb la relacio de recorréncia

Ap—1
Ay =

Ap—2
amba; =11iay, =25
a) Calculeu els 10 primers termes de la successio.
b) Doneu, si existeixen, una fita superior i una inferior
c) Trobeu, si existeizen, el mazxim, el minim, el suprem i l'infim

d) Trobue, si existeiz, el limit d’aquesta successio

Una llebre salta pel camp. De cop i volta decideix fer que la llargada de cada salt
stgui la meitat de ’anterior.
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a) Si la llargada del primer salt és de 4m, fins on arribara la llebre?

b) Quina hauria de ser la llargada del primer salt per tal de poder arribar a una
pastanaga que es troba a 10m de la posicid inicial?

c) La llebre decideix ara fer que cada salt sigui un 50% més llarg que el salt anterior.
St la llargada del primer salt és de 2m, quants salts haura de fer per arribar a
recorrer 1km?

Exercici 8.
Trobeu la suma dels termes entre 1’1 i el 1000 que son maultiples de 3 o de 5.

Calculeu, si existeizen, els limits de les segiients successions

o2n® —1 3n*4+1 (1)2”

a) lim 2 on f) lim ()

Cond4+n nd-1
b)hmn2+n_n2_1: g)@n_

2n2)

n*—nd34+2n+2 nif4+im-—1

I _
¢) lim n? — 1 n+2

= h)a,=|1+

n?2—6n+1
3n? +2n + 1)

d) li
N R 3n2 +2n + 1

n—n*+2m2—-1 n*—3n2+1

- :]) ap =
n3 4 2n?2 —6n + 2 n?+3

e) lim

(-
(

2n* =3  —n’45 _ i)an:(Z 3n? — 1 )”*1
(15

—n“+1
1
* 2n + 1)
Calculeu el limit de les segiients successions

n2-3 —n3+10
1 3n? 10
a) an:(2+ ) c) an:(—n s )

n? +1 4n? —5n +1
n?+2n+1 3n3 4+ 10 n?—1 42522_‘2’2111
b) an = - d)a":(ﬂjL 4 3 )
2?2 —3n+10 2n3—2n+6 nt4+2n3 —2n+1

Calculeu el limit de les segiients successions

6
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n2—=3n+1 n3—2n*+3n+1 n®4+3n?—2n+1
a) a, = - c) ay, =
n+3 n?—1 ; A n43+107§3—5n2+1
6n* — 10 3n® —2 2
n*+3n+1 n3+2n-—1 no+on et on nt

n?—1 n+1

b) an

Exercici 12.
Calculeu el limit de les segiients successions

) n2—3n+1 n3—2n2+3n+1 ) n®4+3n%2—2n+1
a) a, = — c) a, = —
n+3 n?—1 ; ) n‘;+107;3—5n2+1
+6n* —10n° 4+ 3n“ —2n + 2
Y4 3n4+1 nP42n—1 n
b)ccn—n—znl+ _n++n1 nd—n?+n—2
n? — n

Exercici 13.
Calculeu el limit de les segiients successions

1 2n%—3n+1 n+1 3n—1
= n — 2_
g (i) S ARES

3 4n—2 n—1 2n+1
) ( +n—|—4> ) (n—|—2)

Exercici 14.

Considereu el quadrat exterior de la figura, que anomenarem Q1. Construim el qua-
drat Qo unint els punts mitjos de cadascun dels quadrat QQ1, el quadrat Q3 unint els
punts mitjos del quadrat Qo, 1 aixi successivament. A la imatge hi teniu representats
fins a Q4, pero el procés de construccio es pot fer indefinidament.
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a) Suposant que el costat del primer quadrat val 4, quant val el perimetre del quadrat
Q157
b) Si repetissim el procés indefinidament, quant valdria la suma dels perimetres de

tots els quadrats?

2 Funcions

Trobeu el domini i els punts de tall amb els eixos de les funcions

a) flx) =2* +2r+1 ) = 1

o N Y () Vat+Tr+6
I = e 3
¢) flx) =Va2+Tr+6 e) f(x):m

Digueu si les segiients funcions son simeétriques, antisimeétriques o bé cap de les dues
coses:

a) f(:c):i ¢) flx)=22" —4a+1
b) (@) =0~ 222+ 1 ) fo) = 5

Trobeu els valors del parametre a per tal que la funcio

2 —3r+a

2 —1

flz) =
a) Talli només un cop l'eix d’abscisses

b) Tingui dos talls amb 'eiz d’abscisses

¢) No talli 'eiz d’abscisses

Sabent que la funcio f(x) de la grafica té 'expressio

202 +2x + 1
i@ ==

8
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trobeu Uexpressio de la funcio h(z). Comproveu-ho amb el Geogebra o el Wolfra-
malpha.

N W A~ O,

|
;

h

= —6—5—4—3—2—10//2/345678
-1

Exercici 19.
Considereu la funcio f(x) de la grafica. Digueu:

a) D(g) on g(r) = 35

b) D(g) on g(z) =/ f(z)
¢) D(g) on g(z) = =

f(@)
d) D(g) on g(z) = /—f(z)

Exercici 20.
Factoritzeu els segiients polinomis

a) x3 + 2% — x — 2 sabent que v =1 és una arrel
b) x® +2x + 1

c) ot — 3x3 + 22°

d) x* — 32% + 2

Exercici 21.
Considereu la funcio

x? — 2 <9
x
x3 4+ 322 — 10z — 24’ -
flz) =
x2—9
> 2
xr—>5" o
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a) Trobeu el domini de la funcié f(x). Haureu de fer Ruffini!
b) Trobeu els punts de tall amb els eixos.

c¢) Calculeu el comportament local (a prop) dels valors que no siguin del domini i
també a prop de x = 2.

d) Discutiu quin tipus de discontinuitats té la funcid en aquests valors, si és que en
té.

Considereu la funcio
?—2x+a, <2

flx) =

ar — 3, T >2

on a € R és un parametre real. Trobeu el valor de a per tal que f sigui continua en
T =2.

Considereu la funcio de la segiient grafica.

a) Trobeu-ne el domini

b) Calculeu lim f(x), lim f(x), lim 1 lim, distingint entre limits laterlas, si cal.
z——5 T——4 T—=—2 T2

¢) Digueu quin tipus de discontinuitats té aquesta funcid.

10
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Considereu la funcio
2x

24+ x
x J—

T — 2

a) Trobeu-ne el domini
b) Trobeu-ne els punts de tall amb els eizos

c) Estudieu la seva continuitat

Discutiu la continuitat de la funcio

r+1
2 —1
f(z) = 1
cos(z)
Considereu la funcio
22
)21
flz) = 2+
x2—4
a) Trobeu-ne el domini
b) Discutiu-ne la continuitat
c) Fels els limits
lim f(x)

T——+00

3 Trigonometria

Exercici 27.

stx <0

stx >0

six <0

six >0

stx <0

stx >0

lim f(x)

T—r—00

Considereu un poligon de n costats (n-agon) de radi r.

1. Calculeu-ne el perimetre i l’area en funcio del nombre de costats

11
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2. Deduiu el perimetre i ’area d’una circumferéencia fent el limit n — oo.

Ajudant-vos d’aquest applet de Geogebra trobeu formules pels segiients calculs en
funcié de sin(a), cos(a) @ tan(«):

a) sin(—a) = j) sin(a+ ) =
b) cos(—a) = k) cos(a+ I) =
¢) tan(—a) = 1) tan(a +5) =
d) sin(a +7) = m) sin(a — I) =
e) cos(a+m) = n) cos(a — %) =
f) tan(a +m) = 0) tan(a — §) =
g) sin(r — o) = p) sin(a + 3) =
h) cos(m — ) = g) cos(a + &) =
i) tan(m — a) = r) tan(a + 3) =

Feu servir aquesta applet de Geogebra per respondre les seguents prequntes:
a) Trobeu formules per calcular
sin(a + 3) =

cos(av+ 3) =

b) Feu servir les formules per trobar noves férmules per calcular:

12
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c) Fent servir aquestes formules comproveu les segiients igualtats de [’exercici 28:

a), ), h), 3) i q).

Solucio.

a) Fet a classe. Les formules son:

sin(a + B) = sin(«) - cos(5) + cos(a) - sin(p)
cos(a + ) = cos(a) - cos(f) — sin(a) - sin(3)

b) Per tal de calcular els sinus i cosinus de l'angle doble a partir de les formules
anteriors fem el sequent:

sin(2«a) = sin(a + a) = cos(«) sin(a) + sin(a) cos(a) =

= |2 cos(a) sin(«)

cos(2a) = cos(a + a) = cos(a) cos(a) — sin(a) sin(a) =

= [cos?(a) — sin?(a)

El fet que sin(—«a) = —sin(«) ve del fet que sin(«) €s una funcié senar (anti-
simétrica), i que cos(—a) = cos(a) ve del fet que cos(a) és una funcio parella
(simétrica,).

Pel que fa a l’angle resta podem fer el segiient:

sin(a — ) = sin(a + (—f)) = sin(a) cos(—3) + cos(a) sin(—3) =
—— ——
cos(B) —sin(B)
= [sin(«) - cos(B) — cos(«) - sin()
cos(av — 3) = cos(a + (—f3)) = cos(a) cos(—f) — sin(a) sin(—f) =

= cos(a) . COS(ﬂ) + SiIl(Oé) : Sin(ﬁ)

13
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—— —
sin(—a) = sin(0 — ) = sin(0) - cos(ar) — cos(0) - sin(av) = — sin(«v)
-1 0
sin(a + ) = sin(a) - cos(m) + cos(a) - sin(mr) = — sin(«a)
-1 0
cos(m — a) = cos(m) - cos(av) + sin(m) - sin(a) = — cos(a)
™ ’_/0? ’_}?
sin(a + 5) = sin(a) - cos (5) + cos(a) - sin <§) = cos()

cos (a + 3—”) — cos(a) - cos (3—”) _sin(a) - sin (3—”> — _(=sin(a)) = sin(a)
2 2 2

Exercici 30.
Dues antenes separades 10 Km apunten a un sateél-lit tal com es mostra a la seguent
figura. A quina altura orbita el satél-lit?

Solucié.
El satel-lit i les antenes formen un triangle d’angles:

A =83.9°
B =180 — 86.2 = 93.8°
C=180—-A—-B=23

L’altura a la que “vola” el satél-lit la podem trobar fent:

h=0b-sin(A),

14
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on b és el costat oposat a ['angle B.
Per trobar b només cal aplicar el teorema del sinus:

b 10

— b= 248.63 K
snB _ sn23) "

Per tant

|h = 247.22 Km)
Exercici 31.
Calculeu

cos(2 arcsin(0.6))
Solucio.

Fizem-nos que arcsin(0.6) és un angle, anomenem-lo «. Amb la férmula de [’angle
doble tenim
cos(2a) = cos?(a) — sin?(a)

Trobem cos?(a) = 1 — sin®*(a) = 0.64 i quedara
cos(2arcsin(0.6)) = 0.64 — 0.6* = 0.64 — 0.36 =

Exercici 32.

Una persona observa un objecte que té davant i a la seva esquerra. L’ull esquerra
apunta amb un angle de 7° respecte la frontal (perpendicular sortint del front), mentre
que el dret ho fa amb un angle de 10°. Sabent que la distancia entre els ulls és de
63mm, a quina distancia es troba [’objecte de l’ull més proper?

Solucié.
Els dos ulls i lobjecte formen un triangle obtusangle d’angles 97° (ull esquerra), 80°
(ull dret) i 180 — 97 — 80 = 3°. L’ull més proper és l'esquerra, i amb el teorema del
sinus trobem la distancia a la que es troba:

x 63

Sn(30) ~ sm(3) o LAsom

Exercici 33.
Sabent que cos(a) = 0.8 i que a + = 7, trobeu de manera evacta i sense trobar els
angles quant val sin(2a + 3)

Solucio.
S1 escrivim

sin(2a + ) = sin(a + o + ) = sin <a + g) = cos(a) = 0.8

15
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Exercici 34.
Els costats d’un paral-lelogram mesuren 12 © 7 c¢cm, i l'angle que formen és 115°.
Quant mesuren les diagonals d’aquest paral-lelogram?

Solucié.

St fem un dibwixz del paral-lelogram i les seves diagonals, veurem que hem de resoldre
dos triangles (no rectangles!). D’un d’ells (el de la diagonal més gran) sabem dos
costats © un angle, 1 volem coneizer el costat “oposat a [’angle”. FEl teorema del
cosinus ens el dona directament:

D*=1224+7*—-2.12-Tcos 115°,

d’on D = 16.248cm. L’altre triangle el podem resoldre de la mateiza manera, pero
ens falta un angle, que és 180 — 115 = 65°. Per tant, tenim

d> =122 +7"—-2-12- Tcos65°,
d’on d = 11.045¢m.

Exercici 35.
Sabent que cos(a) = 1—53 1 que « pertany al primer quadrant, calculev de manera
exacta i sense calcular ’angle:

a) sin(a)
b) tan(—a)
Solucidé.
a) Fent servir que sin®(a) + cos?(a) = 1 trobem
sin(a) = +4/1 — — 25 1
169 169 13

Com ens diu que ’angle és la primer quadrant, la solucio correcte €s la positiva,
. _ 12

sin(a) = 3.

b) Fem servir que

tan(—a) = —tan(a) = — = ——.

La primera igualtat simplement ve de canviar el signe a un angle (feu un dibuiz
pintant els angles v i —av a la circumferéncia unitat i ho veureu clar). La segona
1qualtat s’ha de saber.

16
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Exercici 36.
Calculeu els limits:

a) lirgr (sin(z))*®

:E—)z

in (1
b) :}1_{20 Sm2£x)
22+ 1

.
¢) 250 sin(z)

Exercici 37.
Trobeu tots els angles que compleixen les segiients equacions:

1. sin(x) = —1 3. sin(z+m) =1
2. tan(x) =1 4. cos(x + %) = —1
Solucié.

a) l'angle x correspon als angles que “cauen” als 37” Per tant, els angles seran de la
forma 37“ més voltes, és a dir:
3T
T = > +2nm, n € Z
b) langle x correspon als angles que cauen a 5 o bé %”. Per tant, seran angles de la

forma % més mitges voltes, és a dir:

m
x:Z—l—mr,neZ

c¢) langle x + 7 ha de caure als 5. Per tant, 'angle x ha de caure a 37” Per tant x
sera de la forma:

3
a:zg—l—er,nEZ

d) Uangle v 4+ 5 ha de caure a l'angle w. Per tant, x ha de caure a 5, i sera de la
forma:

x:g—i—er,nEZ

Exercici 38.
Trobeu tots els angles que compleixen les segiients equacions:

17
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a) tan(x) — sin(z) - tan(z) =0 b) sin(2x) = tan(x)

Exercici 39.

Un vaizell navega paral-lelament a la linia que uneix dos fars Fy i Fy, situats a una
distancia de 10km un de laltre. En un moment donat, la visual dirigida al vaizell
des del far Fy forma un angle de 60° amb F1F3, 1 la visual des de Fy forma un angle
de 50° amb aquesta mateiza recta. Al cap de 10 minuts, la visual des de Fy forma
un angle de 45° amb F1F,. A quina velocitat navega el vaizell? (suposeu que navega
a velocitat constant).

10K

Solucié.
Tot sequit es presenten dues possibles solucions:

1. La situacio es resumeizr a la segiient figura A la Figura 1 hi ha representat el
punt Py on es troba el vaizell en el moment de la primer a mesura, 1 Py en el
moment de la segona. Per tal de saber a quina velocitat es mou el vaixell només
cal saber la distancia x = Py Py recorrequda en 10 min. Per tal de coneixer la
distancia x fixem-nos que

r=a—>o

Per tal de trobar b només caldra trobar la distancia Fy Py 1 fer

b = F, P, cos(60)

18
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H

10 Km

Figura 1: Situacié solucié 1

Podem trobar la distancia Fy Py aplicant el teorema del sinus:

P 10

sin(50)  sin(180 — 60 — 50)

d’on

b = 8.152 cos(60) = 4.076 Km

Ara, per trobar a, fitem-nos que en ser l’angle corresponent de 45°, tindrem
que
a=h

Per tant, només cal trobar h fent servir
h = F, P, sin(60) = 7.06 Km

Per tant:
r=a—b=2.983 Km

1 la velocitat sera:

€T 60 min
. =179 K
10 min_ 1h 7.9 Km/h

19
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H

2. La segona opcio és més directa. A partir dels angles que ens han donat podem
trobar els angles marcats en rosa a la Figura 2.

Iy
)
45° a
P
10 Km T
P
50
F

Figura 2: Situacié soluci6 2.

o [L’angle de 15° surt de restar 60° — 45°

e L’angle de 70° surt del fet que els angles del triange Fy F5 Py han de sumar
180°: 180 — 60 — 50 = 70

e L’angle de 50° surt del fet que les dues rectes son paral-leles i aquest angle
queda emparellat amb ’angle de 50°

o L’angle de 45° també surt del fet que les dues rectes son paral-leles, i aquest
angle queda emparellat amb l'angle de 45°

Diem ara a a la distancia entre Fy i Py. Aplicant el teorema del sinus al trinagle
FiF5 Py tindrem:
sin(50)  sin(70) 10sin(50)
fd — - - 7
a 10 ¢ sin(70)

Un cop tenim a podem trobar x tornant a aplicar el teorema del sinus amb el
triangle Fy P, Py:
sin(45)  sin(15) asin(15) 10 -sin(50) - sin(15)

a z %7 @) sm(70) - sm(45) 983 ki
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Per tant, la velocitat sera de

€T 60 min
: —[17.9 Km/n
10 min 1 h 7.9 Km/

4 Geometria

4.1 Vectors

Exercici 1.
Trobeu:

a) proj(le)(?),Q)
b) pmj(o,l)(27 —3)
c) ij(1,—3)(3> 1)
Exercici 2.

Trobeu l’angle entre els vectors (1,—2) i (1,5).

Exercici 3.
Un segment té un vertex al punt (1,3), i el seu punt mig és el punt (2,5). Trobeu el
punt on es troba ’altre vertex.

Exercici 4.

Trobeu el baricentre d’un triangle de vertezs A = (0,0), B = (2,0) i C' = (2,3).
Exercici 5.

D’un triangle coneixem dos vertexs, Vi = (1,0) i Vo = (0,3), @ el seu baricentre,
B = (2,1). Trobeu les coordenades del tercer verte.

Solucio.
Sabem que el baricentre d’un triangle es troba a 1/3 entre el punt mig de dos vértexs
i el verter oposat. St M = % és el punt mitja entre Vi 1 Vs, el tercer vertex

["obtindrem col-locant el vector M B allargat el triple sortint de M :

Vs=M+3 MB=M+3B—-M)=M~+3B-3M=3B-2-M
Vi+V,
2

—3.B-72.

=3B Vi —Vy = (6,3) - (1,0) — (0,3) =[(5,0)
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4.2 Rectes

Donada la recta
r: (I’,y) = (173)+)‘ (172)

a) Digueu si els punts (—1,—1), (0,1) i (3,6) pertanyen a la recta o no.

b) Trobeu l’equacid vectorial de la recta que és paral-lela a recta r pero que passi pel
punt (2,3).

c¢) Trobeu l'equacid vectorial de la recta perpendicular a r que passi pel punt (0,0).

Donat un triangle de vertexs A = (1,0), B =(0,3) i C = (=1, —1) trobeu:
a) Les equacions vectorials de les tres mitjanes
b) Les equacions vectorials de les tres mediatrius

c¢) Les equacions vectorials de les tres altures

Considereu la recta l'equacio general de la qual és
r:2r—y+3=0

Digueu si el vector (3,6) és un vector director o no.

Solucié.
Si (3,6) és un vector director aleshores haura de ser perpendicular al vector gradient
(2,—1). Ho comprovem fent servir el producte escalar:

(3,6)-(2,-1)=6—6=0

Efectivament, és un vector director.

Trobeu al distancia entre el punt P = (1,3) i la recta r: (z,y) = (2,2) + A\(1,1)

Solucié.
Per tal de trobar d(P,r) ens aniria bé escriure la recta v en forma general. Com
(1,1) és un vector director, el vector (1,—1) en sera el gradient, i la recta sera:

r—y+C=0
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Ara trobem C' imposant que el punt (2,2) compleizi [’equacio:
2-24C=0=C=0

Per tant, la recta en forma general tindra la forma x —y = 0. Ara podem aplicar la
formula de la distancia entre un punt i la recta:

B 1-1—1-3] _i_
A= ey Ve

Exercici 5.
Considereu el punt P(2,3) i la rectar: 2z +y+1=0.

a) Trobeu d(P,r)
b) Trobeu el punt simetric de P respecte de r.

Exercici 6.
Trobeu la posicio relativa entre les rectes:

r :(‘Tuy) = (371) +)\(27_1)
s2v+4y+4=0

a) Trobeu la posicid relativa entre elles

b) En cas que siguin secants trobeu-ne l'angle de tall i el punt d’interseccio. En
cas que siguin paral-leles trobeu-ne la distancia entre elles. En cas que siguin
coincidents no feu res més.

Solucio.

a) Observem que els vector directors de r i el gradient de s son perpendiculars:
(2,-1)-(2,4)=4—-4=0

Per tant, les rectes son paral-lels i bé la mateixa. Per distingir-ho comprovem si
el punt (3,1) pertany a s simplement comprovant si compleiz ’equacio:

2:34+4-14+4=6+4+4=14#0

Per tant, les dues rectes son paral-leles.
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Per trobar la distancia entre elles només caldra calcular la distancia entre un punt
qualsevol d’una d’elles i laltra. Com s esta en vectorial escollim el punt P = (3,1)
de la recta r, i obtenim:

2-3+4-1+4] 14 14 2.7 |75
V22 + 42 V20 VA5 3B LS

d(r,s) =d(P,s) =

Exercici 7.
Donat un triangle de vértezs A = (0,2), B = (1,4) i C = (—2,1), trobeu:

a) Les coordenades del baricentre
b) Les coordenades del punt on es tallen les mediatrius (circumcentre)

c) Les coordenades del punt on es tallen les altures (ortocentre)

Solucio.

a) El baricentre es troba a un ter¢ entre el punt mig d’un costat i el vertex oposat:

l—s A+B C-M 3A+3B+20—2M

B=M —MC =
AB+3 5 + 3 5
C 3A+3B+20-24  3413B4+20-A-B
N 6 N 6
_2A+42B+2C A+B+C _ (0,2)+(L4)+(-2,1) (-1,7)
N 6 N 3 N 3 3

[eH

b) Només caldra calcular la interseccid entre dues mediatrius, map i mpc, per exem-
ple. Els vectors gradients seran B—A = (1,2) i B—C = (-3, —3), respectivament.
Per comoditat, canviarem el gradient de mpe pel vector (1,1), que té la mateiza
direccio que (—3,—3). Per tant, les equacions generals seran:

map :x+2y+Cuap =0
mpe ¢ +y+ Cpe =0
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Ara cal trobar les constants Cyp i@ Cgo itmposant que aquestes rectes passin per

Map = AJFTB = (%,3) it Mpe = BTW = (—%, %), respectivament:
1 13
§+2-3+CAB=O_—_>CAB:—?
1 5
_§+§+CBC:0:>CBC:_2
Ara, per trobar el punt d’interseccio només caldra resoldre el seguent sistema:
13
2y — — =0
T+ 2y 9
r+y—2=0

Fent reduccio restant la primera equacio menys la segona obtenim:

13 9
) B + Yy 9
Substituint a la segona equacio obtenim
9

1 circumcentre sera el punt (—g, g)

Les alterures son paral-leles a les mediatrius, pero passant pel vertex oposat enlloc
del punt mig. Aixi només recalcular les constants C' de ’apartat anterior:

he :x4+2y+ Ce =0
hax+y+Csqp=0

Imposant ara que h. passi per C' i hy passi per A obtenim:

—242-14+4Cc=0=Cc=0
042+ C,=0=>Cy=—2

Ara, per trobar l’ortocentre, només caldra resoldre els sistemas:

r+2y=20
r+y—2=0
Restant la primera equacio menys la segona obtenim y +2 = 0 = y = —2, i

substituint a la segona equacio obtenim x—2—2 = 0 = x = 4. Per tant, l’ortocentre
estard al punt (4,—2).

25



INS Pere Vives i Vich T s
Departament de matematiques

Exercici 8.
Considereu la recta r: 20 —y+2 =0 i el punt P = (0,0).

a) Trobeu l’equacid de la recta s perpendicular a v que passa per P.
b) Trobeu el punt de tall entre r i s.

c) Trobeu el punt simétric del punt P respecte la recta r.

Solucié.
Podeu sequir la solucié a l'applet de Geogebra:

hitps://www.geogebra.org/classic/thdrkash

a) Una recta perpendicular a r sera de la forma x + 2y + C = 0, ja que només cal
girar el gradient 90°. Ara imposem que passi per P: 0+ 0+ C =0= C =0, i
la recta sera x4 2y = 0.

b) Només cal resoldre el sistema

20 —y+2=0
r+2y=0

St multipliquem la segona equacio per 2 1 li restem la primera obtenim [’equacio

by —2=0=y= % Substituim a la segona obtenim x + 2 - % =0=2=—2%

5

Lortocentre sera doncs el punt (—%,2) = (—0.8,0.4).

_4 2
505 .

Per trobar el punt simeétric de P respecte de r només cal situar a () el vecotr P(Q):

c) Anomenem @Q = ( ) al punt d’interseccié que hem trobat a 'apartat anterior.

P’=Q+F@=Q+Q—P:2Q—P

Exercici 9.
D’un triangle d’area 4 en coneizem dos vértex, Vi = (—1,2) i Vo = (1,0). Trobeu les
coordenades del tercer vertex sabent que aquest es troba sobre la recta 2x +y—4 = 0.

Solucié.
Podeu sequir la solucio a Uapplet de Geogebra:

https: //www. geogebra.org/classic/hzmnjmSf
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L’area d’un triangle és la meitat del producte d’una base per 'altura corresponent.
Com tenim dos vertexs podem calcular una base:

b=[IViVa] = [[(2,=2)[| = VB = 2V2
Per tant, laltura sera

h'Z\/ﬁ:4:>h:i:2\/§

2 V2
Ara ens caldra trobar un punt de la recta r : 2x+y—4 = 0 que estigui a distancia h
de la recta que passa per Vi 1 V. Trobemﬂ;oesta darrera recta en forma general. El
gradient 'obtindrem girant 90° el vector ViVo = Vo — V) = (2, —2), que sera el vector
(2,2). Ara, per facilitar els calculs, agafem com a gradient el vector (1,1), que té la
mateiza direccio que el vector (2,2). Per tant, la recta que passa per Vi i Vy té és de
la forma

r+y+C=0

Trobem C' imposant que passi per Vo: 1+04+C =0 = C = —1, 1 la recta que passa
per aquests dos vertexs €s la recta

s:x+y—1=0

Ara ens caldra buscar un punt de la recta de Uenuciat que estigui a distancia 2v/2 de
T

[z +y —1]
d((z,y),r) = "2t =22
Com el punt (x,y) ha de ser de la recta 2z +y — 4 = 0, podem aillar y = —2x +4 i
substituir-ho a [’equacio anterior:

—2r+4-1
s =20V2 = |-2+3|=2V2- V2= |-z +3| =4
V2
Lequacio |3 — x| = 4 té dues possibles solucions: 3 —x = 4 = o = —1 o0 bé
—(3—12) =4 = x = —7. Substituint a l’equacid de la recta de l’enunciat trobem

els corresponents valors de y, 1 obtenim els punts:
V3 =(—1,6) Vs = (7,—10)

Exercici 10.
Demostreu que el baricentre d’un triangle es troba a distancia % entre el punt mig
d’un costat i el vertex oposat.
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Exercici 11.
Donades les rectes

r(x,y) =(2,0) + A(1,-1)
T —2
3

5 =y+1

a) Trobeu-ne la posicio relativa

b) En cas que sigui paral-les trobe-ne la distancia entre ells, en cas que sigui iguals
no feu res, i en cas que siguin secants trobeu-ne el punt d’interseccio i l’angle de
tall

Exercici 12.
Trobeu el valor de q per tal que les rectes

ri(zy) = (2,3) + A(3¢,29)
siqr—y+3=0

SLGUIN:

a) Paral-leles

b) Perpendiculars

Exercici 13.
Trobeu tots els punts que es troben a la mateixa distancia de les rectes

r:2z+3y+1=0

2
5 y:—gac—l—él

Solucio.

Fizem-nos que les rectes son paral-leles. En efecte, si passem s a general temim
s:2x+3y—12=0. Com els gradients son iguals, pero les constant no ho son, les
rectes tenen la mateiza direccio pero passen per punts diferents: son paral-leles.

Els punts que es troben a la mateiza distancia de les rectes es trobaran sobre una
altra recta que estara entre r i s. Diguem P = (z,y) a un punt d’aquesta recta.
Aleshores P = (x,y) haura de complir:

22+ 3y + 1| |22+ 3y — 12|

VA3 A3
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Per tant, ’equacio de la recta vindra de l’equacio:
|22 + 3y + 1| = |22 + 3y — 12|

Ara caldra eliminar els valors absoluts. Una equacio de Uestil |f(z)| = |g(x)| té 4
opcions, que acaben sent dues:

f(z) = g(x)

— f(z) = g(x)

f(z) = —g(x) Com la segona

— f(z) = —g(x) = f(x) = g(x) Com la primera

Per tant provem:

20+ 3y+1=22+3y — 12 = 1= —127 No pot ser

— (e +3y+1)=20+4+3y—12= —20—3y—1=20+3y—12=>[dz+6y— 11 =0

I aquesta darrera és la solucio.
4.3 Circumferencia

Trobeu l’equacio de la circumferéncia que:

a) Té centre (1,—2) i radi 2.

b) Té€ centre (1,4) 1 és tangent a l’eiz d’ordenades

c) Té centre (1,4) i és tangent a l'eiz d’abscisses

d) Esta circumscrita al triangle de vértexs (1,0), (0,3) i (0,0).
e) Té centre (1,3) i és tangent a la recta 2x + 3y +2 =10

f) Té centre (2,5) i és tangent a la circumferéncia 2 + (y+2)? = 4 (alerta que n'hi
ha dues!)

g) Té centre (1,2) i és tangent a la circumferéncia (x — 1) + (y — 1)* = 25 (alerta
que n’hi ha dues!).
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Exercici 2.

Trobeu l'equacid de la circumferéncia que passa pels punts A = (0,0), B = (1,1) i
C'=(4,0).

Solucio.

Es tracta de la circumferéncia circumscrita al triangle ABC, el centre de la qual es
troba al punt on es tallen les mediatrius. Trobem-les.

° ]\ie)diatm’u AB. Com és perpendicular a AB, el vector AB serd el gradient:
AB = B— A = (1,1). Per tant la recta té la forma x +y+ C = 0. Ara
imposem que passi pel punt mig del segment AB, M = ’“TB = (%, %), d’on
tratem que ¢ = —1.

o Mediatriu AC. Com els punts A i C es troben a l'eix d’abscisses, la mediatriu
sera una recta vertical passant per la meitat: x = 2. Sino, procedint com amb
la mediatriu del segment AB obtindriem el mateiz.

Ara caldria trobar el punt on es tallen aquestes mediatrius, cosa que farem resolent
el sistema:
r+y—1=0z=2}

I el centre de la circumferéncia sera el punt O = (2, —1).
Ara ens cal trobar el radi. Aquest sera la distancia entre el punt O i qualsevol dels 3

vertexs:
R=d(0,B)=d(0,C) =d(0,A) = /22 + (-1)2 =5

Per tant, ’equacio de la circumferéncia que estem buscant sera:

(r -2+ (y+1)>*=5

Recordeu que el radi apareix elevat al quadrat ¢ [’arrel marzxa.
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