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Introduccié
Definicions Definicions basiques
Limits Successions famoses

Indeterminacions

Definicié (Successid)
Conjunt d'elements ordenats on en tenim tants com nombres naturals: n’hi ha un de primer i
sempre n’hi ha un després.

a —2,4,6,8,10, ...
b—3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,...

@ a, b: nom de les successid
o Cada element s'anomena terme de la successié. Es fa servir un subindex (normalment les
lletres n, 4, j, k, I, m) per indicar de quin terme es tracta.
o ajp: primer terme
o ay: 4rt terme
@ ajpop: terme mil-lesim
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e a,: terme m-essim.
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Definicions basiques

o Terme general: expressid que permet trobar qualsevol terme sense trobar els anteriors.
Per exemple:

anp=2-n
b, =777

@ Relacié de recurréncia: defineix la successié mitjancant un relacié entre un terme i
alguns anteriors:
Gp = Gp—1 * Qp—2

En aquest cas hem de donar un valor als dos primers termes.
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Successions aritmetiques

Cada element s'obté sumant una certa quantitat (diferencia, d) a |'anterior:
Gp = Qp—1 + d

Terme general:
anp=a1+ (n—1)d

Tenim una férmula per la suma dels N primers termes:

n=N

N(ay +a
Zan:a1+a2+...+aN_1+aN:¥
n=1
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Successions geometriques

Cada element s'obté multiplicant I'anterior per una certa quantitat (raé, r):
Gp = Ap—1-T

Dit d'una altra manera, una successié geometrica ha de complir

An+1
ntl = r,Vn >1
an,
Per exemple, la successié
2,4,8,16,32,64, ...
és una geométrica de radé r = 2 perque Z—i = Z—;’ = Z—;‘ = g—i =...=2

El terme n-essim |'obtenim multiplicant el primer terme, a1, n — 1 vegades per la rad, per
tant, el terme general sera:
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Successions geometriques

Fixem-nos que, en cas que el primer terme sigui la rad, a; = r, el terme general ens quedara

an=71-1""1=¢"
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Successions geometriques: suma d'/N termes

També tenim una férmula per sumar els N primers termes:

Zan:al—i-ag—i--”—i—a]v,l—i-a]v:
n=1 2 N—1 1—7
=a1+ar+ar’+ - +air = —

Vegem d'on surt la férmula. Diem Sy al valor de la suma dels [N primers termes de |a
successié. Comencem traient factor comd r als N — 1 (ltims termes i fixant-nos que tornem a
obtenir Sy llevat de I'dltim terme:

Sy =a1+ arr +air? 4+ -+ apr

~~

r<g1 +arr + a4 - —|—a17“N_21>

N-1

-~
SN—aer_l
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Successions geometriques: suma d'/N termes

Per obtenir una expressié per Sy només caldra resoldre I'equacié:
SN=a1+r (SN = alTNfl)
Per tant només cal aillar Sy:

Sy =a1 +rSy — Taer_l =a; +rSy — aer

SN—TSN:al—aer:>SN(1—T):al—aer

g al—aer 1—rN
1—r 1—r
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Successions geometriques

Observacié
Si |r| < 1 aleshores ¥N=1 — 0 i els podem sumar fins I'infinit

n=oo
L

n=1

2
n:al_i_al.r_i_al.r +al.r3+...:1 ,
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Successions geometriques

Exercici resolt: dir si sén o no geometriques les segiients successions, trobar-ne la rad en cas
afirmatiu.

1 ‘
1\ apr1  gaFr 3" _ S 1.
Q a,— < ntl _ 3»+ _ = 37!, Geometrica, r = gla=r

3n ) a, L 3nfl
Q) ap, = 2n+3
(¢)) Ay = 32n
(4)) ap = 52n73
Q an = 3—n+2
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Successions geometriques

+1)2
2 Apai 2(n N2 2 o ’ o . .
Q@ a,=2" = —5 = o(nF1)7=n" _ 920+l No &s geométrica, ja que el quocient
Qn
de termes consecutius no és constant (depen de n).
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La successid de Fibonacci

Cada element s’obté sumant els dos anteriors i comengant per 1 i 1:
1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...
Relacié de recurrencia:
Qp = Ap—1 + Gp—2
Molt famosa perque
o “Apareix” a la natura, a I'art, a I'arquitectura
@ Esta molt relacionada amb el nombre d’or o raé auria:

1+v6 1

2 1+
e

o=

que és el nombre “més irracional de tots”.
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Terme general de la successié de Fibonacci

Resulta que
n n
1 1++5 1-5
ap = — —
V5 2 2
¢ )
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Sobre el nombre d'Or o rad aurea

o Euclides (300 a. C.) als “Els elements”. El defineix com

X 1-X
1 |
| | |
lI . L] IJ
1
r 1—=x 1++5
p— : xr =
1 7% 2
@ Apareix a
o la natura
o l'arquitectura
o |'art

o les matematiques
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A I'arquitectura (Partend)
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A I'arquitectura (Notre Dame)

| S By x e B A oS
Successions 16 / 66



Introduccié
Definicions Definicions basiques
imits Successions famoses

Indeterminacions

A I'arquitectura (Taj Mahal)
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A I'art (Gioconda)
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A I'art (Meninas)
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A I'art (L'home de Vitruvi)

I’J/ "} j \\ ‘\
4—'."9_")'/ - e

e e L 3 e e
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A la natura

Successions
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A la natura
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Successions creixents

Definicid

Una successio a,, €s creixent tot element de la successio €s més gran que I'anterior.

Es a dir
n < Gpy1 Vn>1

2 és creixent:

Per exemple, la successié a, = n
0<1<4<9<16<25<...
Ho podem demostrar:
an < Gpyp1 <= n? < (n+1)2(=>%1<}/2(+2n+1<=>0<2n+1

cosa que és certa per tot n > 0.
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Successions decreixents

Definicid

Diem que la successio a,, és decreixent si tot element és més petit que I'anterior.

Es a dir,
Gp > Gpt1 VN >1

Per exemple, la successié a,, = n%rl és decreixent:

1>1sists
2 3 4
De fet també ho podriem demostrar:
1 1
an>an+1<:>n—+1>n—+2,

cosa que és certa sin > 1.
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Successions monotones

Definicid

Diem que una successio és monotona si és creixent o decreixent.

Per exemple, les dues successions anteriors sén monotones, pero la successié a, = (—2)" no
ho és, perque és oscillant:

1>-2<4>-8<16>-32<6064...
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Maxim d'una successio

Definicié

Diem que M és el maxim (valor més gran) d’una successié hi ha algun valor de la successio
que iguala M pero en canvi tota la resta de termes de la successio és més petita o igual.

Es a dir, si M és el maxim es compleix

djtq. aj=Mia, <M, Vn #j.

Per exemple, la successié a,, = n? no té maxim perqué cada element és més gran que
' . 7 . \ 4 _ 1 s Y4 _
I'anterior (és creixent), perd la successié a, = .~ si que en té, i és M = 1.
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Minim d'una successio

Definicié

Diem que m és el minim (valor més petit) d’'una successio si existeix un valor de la successié
que iguala a m pero en canvi tots els altres termes sén més grans o iguals que m.

Es a dir, m és el minim si
djtg. aj=mia, >m,Vn#j
Per exemple, la successié a,, = n? té com a minim m = 0 (el primer valor de la successié),

erd la successié a,, = —— no té minim, perqué és decreixent.
n+1
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Fita superior

Definicié
Diem que K és una fita superior si tots els termes de la successié sén més petits o iguals que
K.

Es a dir, K és una fita superior si
K >a, VYn>1

2

Per exemple, la successié a,, = n“ no té cap fita superior,i en canvi la successié a,, = n+_1 si
que en té, per exemple K = 1 és una fita superior, i K = 2 també.
Fixem-nos que la fita superior no és unica. De fet, si n'existeix una, qualsevol valor més gran

també sera un fita superior.
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Fita inferior

Definicié
Direm que k és una fita inferior si tots els termes de la successio sén més grans o iguals que k.

Es a dir, k és una fita inferior si es compleix
k<ap, Vn>1

La successié a,, = n? té 0 com a fita inferior, i —1 també, i a,, = n+r1 té com a fita inferior
k=0,ik=-—10.

En canvi, la successié a,, = —n“ no té fita inferior.

Fixem-nos també que la fita inferior no és unica, ja que, si n'existeix una, qualsevol valor més

petit també sera una fita inferior.
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Successions fitades

Definicié
Diem que una successio esta fitada si té fita inferior i superior.

Per exemple, la successié a,, = n? no esta fitada perqué no té cap fita superior, perd
= n+r1 si que ho esta.
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Suprem d’una successié

Definicio
Diem que S és el suprem d’una successio si S és la més petita de les fites superiors.

1 1 o oo . .
s 5 (que coincideix amb el seu maxim),
i la successié a, = 2 — % té S = 2 (tot i que no té maxim). Perd en canvi la successi6

a, = n? no té suprem, perqué no té cap fita superior.

Per exemple, la successié a,, = — ambn>1,té S =
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Definicid

Diem que I és I'infim d’una successio si I és la més gran de les fites inferiors.

Per exemple, la successié a, = n%rl té infim I = 0, ja que és decreixent i els elements de la
successio s'apropen a 0 tant com es vulgui. Observeu que en canvi no té minim, i que
qualsevol nombre > 0 no pot ser infim perque, fent n prou gran, segur que el passem: per
quelsvol I > 0 existeix ng tal que a, < I si n > nyg.
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Limit d'una successid

Definicid

Diem que p és el limit d'una successio a,, si, a partir d'un valor de n prou gran, els termes
queden sempre tant a prop de p com vulguem.
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Limit d'una successid

Dit d'una manera més rigorosa:

Definicid

Diem que p és el limit de la successio a,, si, per Ve > 0 (per petit que sigui) 3j tal que
lan, — p| < e, Vn > j.

Ho escriurem

lim a, = p,
n—o0

i es llegeix de la segiient manera: el limit de la successié a,, quan n tendeix a infinit és p (ro).
v

Ho podeu veure graficament a

https://www.geogebra.org/m/pus2dqgbx


https://www.geogebra.org/m/pus2dqbx
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Convergencia

Definicié
Diem que una successio és convergent si té limit. Diem que és divergent si

lim a, =c0 o lim a, = —
n—oo n—oo

Altrament, diem que no és ni convergent ni divergent.

Successions 35/66



Introduccié Monotonia
Definicions Maxims i minims
Limits Fites
Indeterminacions Definicié de limit

Algunes propietats de les successions en general

@ Si una successié té maxim, aleshores esta fitada superiorment i té suprem.
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Algunes propietats de les successions en general

@ Si una successié té maxim, aleshores esta fitada superiorment i té suprem.

@ Si una successié té minim, aleshores esta fitada inferiorment i té infim.
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Algunes propietats de les successions monotones
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Algunes propietats de les successions monotones

@ Una successid creixent no té maxim
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Algunes propietats de les successions monotones

@ Una successid creixent no té maxim

@ Una successié decreixent no té minim
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Algunes propietats de les successions monotones

@ Una successid creixent no té maxim
@ Una successié decreixent no té minim

@ Una successié creixent fitada superiorment té suprem i, a més, aquest és el seu limit
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Algunes propietats de les successions monotones
o
o
o
o
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Una successié creixent no té maxim
Una successié decreixent no té minim
Una successid creixent fitada superiorment té suprem i, a més, aquest és el seu limit

Una successié decreixent fitada inferiorment té infim i, a més, aquest és el limit
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Calcul de limits

“Operant” amb oo

A la practica fem n = oo (mentalment!). Coses que poden passar:

K
Q)g‘)
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“Operant” amb oo

A la practica fem n = oo (mentalment!). Coses que poden passar:
@ £-0

Q % — =+ 0o Dependra del signes del numerador i denominador
Q@ oco+oo— 00

Q o0-00—
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“Operant” amb oo

A la practica fem n = oo (mentalment!). Coses que poden passar:

K
= —0

% — =+ 0o Dependra del signes del numerador i denominador

Q

Q

Q oo+o00— 00
@ o000 — 0o (pot ser —oo si un dels dos és negatiu)
Q

00> —
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“Operant” amb oo

A la practica fem n = oo (mentalment!). Coses que poden passar:

Ko o)

(e.9]

% — =+ 0o Dependra del signes del numerador i denominador

Q
Q
Q oo+o00— 00

@ o000 — 0o (pot ser —oo si un dels dos és negatiu)
Q oo =+ 0

Q

fe.2)
0
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“Operant” amb oo

A la practica fem n = oo (mentalment!). Coses que poden passar:

K
= —0

% — =+ 0o Dependra del signes del numerador i denominador

Q
Q
Q@ oo+ oo —+ o0

@ o000 — 0o (pot ser —oo si un dels dos és negatiu)

Q o0® — o0

@ T — 0o Dependra del signes del numerador i denominador
Q

0
§—>
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Calcul de limits

“Operant” amb oo

A la practica fem n = oo (mentalment!). Coses que poden passar:

K
= —0

% — =+ 0o Dependra del signes del numerador i denominador

Q

Q

Q@ oo+ oo —+ o0

@ o000 — 0o (pot ser —oo si un dels dos és negatiu)

Q o0® — o0

@ =2 — =+ oo Dependra del signes del numerador i denominador
Q
Q

0

450

(e.9]

0° —
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“Operant” amb oo

A la practica fem n = oo (mentalment!). Coses que poden passar:

Ko o)

(e.9]

% — =+ 0o Dependra del signes del numerador i denominador

o0 + 00 — 00
00 - 00 — 00 (pot ser —oo si un dels dos és negatiu)

%’ — £ oo Dependra del signes del numerador i denominador
450

Q

Q

Q

Q

Q o0® — o0
Q

Q

Q@ 0®°—=0
Q k=
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Calcul de limits

“Operant” amb oo

A la practica fem n = oo (mentalment!). Coses que poden passar:

Ko o)

(e.9]

% — =+ 0o Dependra del signes del numerador i denominador

o0 + 00 — 00
00 - 00 — 00 (pot ser —oo si un dels dos és negatiu)

%’ — £ oo Dependra del signes del numerador i denominador

450

(0.0}
0 —=0
k>°. Aixd pot donar o bé 0 o bé o0, dependra de si |[k| < 1 o no i del seu signe.

Q
Q
Q
Q
Q o0® — o0
Q
Q
Q
o
)

0~ — oo
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Exemples

Q lim—s=—=0

@ lim =
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Exemples
@ im0 _ 10
—n —0
: 10—10 10—10
@ lim n% = or =

Successions 39/66



Introduccié
Definicions
Limits
Indeterminacions

Calcul de limits

Exemples
o im0 10 _,
—n — O
. 10719 10710
@ lim 3= oF =00
n2
a2
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Exemples

Q lim—3:—:0
—n —00
: 10—10 10—10
@ lim n% = e =
3
lim—— = — =
Q 1m_771Z =
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Exemples
1 1
Q lim—03 = —0 =0
—-n —00
: 10—10 10—10
Q@ lim 3 = e = 00
n
11mi _ 3 o0
—,715 0—
limn? + n? =
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Exemples
o 1m0 _ 10
—-n —00
: 10—10 10—10
@ lim 5 = = = 0
TL2
11mi _ 3 o0
—,715 0
Q limn? +n% = 0o + 00 = o
Q limn? (—ns) =
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Calcul de limits

Exemples
o 1m0 _ 10
—-n —00
: 10—10 10—10
@ lim 5 = e =
Tl2
lim 3 —i— — 00
—,715 0
Q limn? +n% = 0o + 00 = o
Q limn? . (—n3) =00 (—00) =
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. 2
limn" = oo™ =

Exemples
@ im0~ 10
—n —0
: 10—10 10—10
@ lim 5 = e =
Tl2
@ lim _31 Oi_: — 00
nZ
Q limn? +n% = 0o + 00 = o
Q limn?.(—n3) =00 (—00) = — 0
()

Successions 39/66



Introduccié
Definicions
Limits
Indeterminacions

Calcul de limits

Exemples
om0 -1 _,
—n —00
: 10—10 10—10
Q@ lim 3= oF =00
n2
Q 11m_31 =Oi_= — 0
nZ
Q@ limn?+n3 =00+ 00 =00
Q limn?.(—n3) =00 (—00) = — 0
Q

. 2
limn" = c0®™ =0
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Calcul de limits

Exemples
. —n3 — 0
@ hm g = OT = —
1
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Calcul de limits

Indeterminacions

En alguns casos ens trobarem que no podem dir, a priori, cap on tendeix la successid, perque

el resultat esta indeterminat. Aquests sén:
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En alguns casos ens trobarem que no podem dir, a priori, cap on tendeix la successid, perque
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En alguns casos ens trobarem que no podem dir, a priori, cap on tendeix la successid, perque
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Indeterminacions

Calcul de limits

Exercicis

Trobeu els seglients limits i indiqueu els que donguin lloc a una indeterminacié.

. 4 _ _ 1 1
Q hmn2+n§oo+oofoo Q limn}wzlim<1>:0
lim — = — = — nn o0
L 1m_71 0— >0 Indeterminacio
1 4 4
() -0 -0
A ot
1. n — f—
O limy Z 7140 0
2
n2 1 " o0
@ lim(n?)" = lim (ﬁ) _ (0h)® =
0

Successions 42 /66



Introduccié
Definicions
Limits
Indeterminacions

Calcul de limits

Exercicis
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: 4 _ _ 1 1
Q hmn2+n§oo+oofoo Q limn}wzlim<1>:0
lim — = — = — nn o0
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Exercicis

Trobeu els seglients limits i indiqueu els que donguin lloc a una indeterminacié.
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Exercicis

Trobeu els seglients limits i indiqueu els que donguin lloc a una indeterminacié.

. 4 _ _ 1 1
o hmn2—|—n§oo+oofoo Q limni:lim<1>:0
li _— = — = — nn (0.9]
@ lm% 0~ OO Indeterminacié
4 1 1
1 T
<_> _ (07)4:0 @ lim2 ”—thn _oo =0
n
1 n
: 1 0t @ lim—-n"=lim " = limn"! =
Q hm1 . :1+0:0 N n
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2 —n
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Vn 00
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- Indeterminacié del tipus 1
Indeterminacions

Limits de successions racionals: indeterminacio del tipus =

© Ens quedem només amb el terme de grau més alt perque és el que “mana”, tant al
numerador com al denominador
Q@ Simplifiquem
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- Indeterminacié del tipus 1
Indeterminacions

Limits de successions racionals: indeterminacio del tipus =

© Ens quedem només amb el terme de grau més alt perque és el que “mana”, tant al
numerador com al denominador

Q@ Simplifiquem
. 202 +1 o L,
lim ——— = — Indeterminacid.
nsoo3n? —3 oo
R G 2}2,Z 2
lim lim —
n—00 3n27% n—00 3%
2n' —2n +3 Indeterminacié
m ————— = — inaci
nsoomnd+2n2—1 oo
9 4 ) 4
lim SNZET O lim U lim 2n = o
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Limits de successions racionals: indeterminacio del tipus =

© Ens quedem només amb el terme de grau més alt perque és el que “mana”, tant al
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Q@ Simplifiquem
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Introduccié Bt -
N Indeterminacié del tipus 2=
Definicions oo

P Indeterminacié del tipus co
Limits . . q oo
- Indeterminacié del tipus 1
Indeterminacions

Limits de successions racionals: demostracid

Per veure-ho de manera rigororosa, només cal que dividim numerador i denominador pel terme
de grau més alt. Veiem un parell d’exemples
242n+1

lim

e m i
n—oo n3 4+ 3n — 2 nd+3n—2
n

2

+&®4+s 04040
E _ _
%4_%5"_3 1+40—-0

= lim 0
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Limits de successions racionals: demostracid

Un altre exemple
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Indeterminacions

Limits de successions racionals: demostracid

Un altre exemple
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n
2
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Indeterminacié del tipus 33

Definicions Indeterminacié del tipus co

Limits Y p
- Indeterminacié del tipus 1°
Indeterminacions

Limits de successions racionals

Podem calcular el limit de manera més rapida:

anP + grau més baix  an? + O(nP~1)

= na grau més baix  bnd + O(na—1)

O (nP~1) vol dir termes d'ordre (grau) p — 1 o més petit.
Aleshores només hem de comparar els graus i vigilar amb els signes.
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Indeterminacié del tipus 33
Indeterminacié del tipus co — co
Indeterminacié del tipus 1°°

Limits de successions racionals

Podem calcular el limit de manera més rapida:

anP + grau més baix  an? + O(nP~1)

~ bnd + grau més baix  bnd + O(na—1)

Gn

O (nP~1) vol dir termes d'ordre (grau) p — 1 o més petit.
Aleshores només hem de comparar els graus i vigilar amb els signes.

«Sip> e Si a i b mateix signe = +00
i . P=43, Si a i b diferent signe = —o0
im ap,=

n—oo

eSip=q=3
e Sip<qg=10
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N Indeterminacié del tipus 2=
Definicions oo

P Indeterminacié del tipus co
Limits Y p o
- Indeterminacié del tipus 1
Indeterminacions

Pg. 208 n° 7

1 5n
Q lim <5> = 0 perque la base compleix

1 : .
5‘ < 1. De fet, és una geometrica de rad

1
r= 575
3 _ 3 2 1
Q lim% = 0 perque el grau del denominador > grau numerador
n® — 2n

_2n_
. TL2 + 1\ »tt 2 N .
Q lim|{— = 00“ = 00 perque a la base tenim grau numerador > grau
n

denominador, i a I'exponent els graus s'igualen (quocient de coeficients).
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I Indeterminacié del tipus 22
Definicions oo

. Indeterminacié del tipus co — co
Limits . . q oo
- Indeterminacié del tipus 1
Indeterminacions

Indeterminacié del tipus oo — oo

Basicament, aquestes indeterminacions es resolen operant i convertint-les al tipus 2.
o Diferencia (resta de polinomis: operem ajuntant termes
@ Diferencia de successions racionals: operem fent que el denominador sigui el mateix

@ Diferencia d’arrels: intentem operat traient coses de les arrels o bé multipliquem i dividim
pel conjugat

Successions 51 /66



Introduccié SN p c
N Indeterminacié del tipus &2
Definicions oo

. Indeterminacié del tipus co — co
Limits . . q oo
- Indeterminacié del tipus 1
Indeterminacions

Indeterminacié del tipus oo — oo

Basicament, aquestes indeterminacions es resolen operant i convertint-les al tipus 2.
o Diferencia (resta de polinomis: operem ajuntant termes
@ Diferencia de successions racionals: operem fent que el denominador sigui el mateix

@ Diferencia d’arrels: intentem operat traient coses de les arrels o bé multipliquem i dividim
pel conjugat

No simplifiqueu els termes de grau més petit abans d’operar i fer la restal!!
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Indeterminacions

Indeterminacié del tipus oo — oo: diferéncia de polinomis

Exemple:

lim (n2 —2n+1) - (n2 —3n — 2) = 0o — 0o Indeterminacié
n—o0
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Indeterminacions

Indeterminacié del tipus oo — oo: diferéncia de polinomis

Exemple:

lim (n2 —2n+1) - (n2 —3n — 2) = 0o — 0o Indeterminacié
n—o0

Si simplifiquem ens quedaria:

lim (n®~2m+ 1) — (n>~3m — 2) = lim n? —n? = 0 MALAMENT!!|

n—o0 n—00
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Indeterminacié del tipus 22
Indeterminacié del tipus co — co
Indeterminacié del tipus 1°°

Indeterminacié del tipus oo — oo: diferéncia de polinomis

Exemple:

lim (n2 —2n+1) - (n2 —3n — 2) = 0o — 0o Indeterminacié
n—o0

Si simplifiquem ens quedaria:

lim (n®~2m+ 1) — (n>~37 — 2) = lim n? —n? = 0 MALAMENT!!

n—o0 n—00

Pero en canvi, si operem ens queda:

lim (n2—2n+1)—(n2—3n—2) = lim (n2—2n—|—1—n2-|-3n+2) = lim n+3 =

n—oo n—oo n—oo
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Indeterminacié del tipus oo — oco: diferencia de successions racionals

Un altre exemple:

= 0o — oo Indeterminacid
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Indeterminacié del tipus oo — oco: diferencia de successions racionals

Un altre exemple:

lim = 00 — oo Indeterminacid
n—00 3n 2
Si simplifiquem ens surt
6n> 4 6n’ 4
fim A O A 9 — 90 — 0 [MALAMENT!
n—oo 3N 2 n—oo 3n 2
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Indeterminacié del tipus %

Indeterminacié del tipus co — oo
Indeterminacié del tipus 1°°

Indeterminacié del tipus oo — oco: diferencia de successions racionals

Un altre exemple:

lim = oo — o0 Indeterminacid
n—oo 3N 2
Si simplifiquem ens surt
6> 4 6n> 4
i ST AmAT g 007 A 90 — 20 — 0 [MALAMENT!
n—co  3n 2 n—oo 3n 2

Pero en canvi, si operem:

6n° —1 4n+1 (6n? —1)-2 (4n+1)-3n

li = i —
e 2 nsoo  3m -2 2-3n
Co12n?2—2—-12n2—-3n . —-3n-—2 1
= lim =lim—=——
ON 6N 2
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Introduccié SN p c
I Indeterminacié del tipus 22
Definicions oo

. Indeterminacié del tipus co — co
Limits . . q oo
- Indeterminacié del tipus 1
Indeterminacions

Indeterminacié del tipus oo — oco: diferencia de successions racionals

Exemple:
_onP—2m?—1 nP-3n+10  n*-2n -1 n®-3n+10
lim — = lim — =
n—sco  n?2—n n%+n n(n —1) n(n+1)
» (n*—2n>-1)(n+1)— (n*—3n+10)(n—1) nt+...—nt+...
o n(n—1)(n+1) a nd 4.

Els termes de grau 4 al numerador marxen, per tant caldra mirar el grau 3:

cont=2md3 4l (4t 04
lim =lim ——=0
nd 4 --- nd+ ---

Els termes de grau 3 també es cancel-len. Per tant, el grau del numerador sera 2 o menys.
Com el del denominador és 3, ja sabem que el limit sera 0.
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N Indeterminacié del tipus &2
Definicions R 5 o0
. Indeterminacié del tipus co — co
Limits . . q oo
- Indeterminacié del tipus 1
Indeterminacions

Indeterminacié del tipus oo — oco: diferencia d'arrels

Exemple:

limvn+1—+vn—1= 00— oo Indeterminacié

Multipliquem i dividim pel conjugat per passar al tipus 52 (Indet) o % =0

Conjugat

: : vVn+1l4++4/n—-1
limvn+1—+vn—1=1lim(vVn+1—+vn—1)-
( ) vVn+1++vn—1
. ( n + 1)2 — (\//n, — 1)2
= lim

(n+1)—(n—1)

= lim
Vn+1l++vn—-1 Vn+1l—+yvn—-1
li i : 0
= 111mM = — =
Vn+l4+yn—1 o0
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Introduccié SN p c
I Indeterminacié del tipus 22
Definicions R 5 o0
. Indeterminacié del tipus co — co
Limits . . q oo
- Indeterminacié del tipus 1
Indeterminacions

Indeterminacié del tipus oo — oco: diferencia d'arrels

Exemple:

2_2 2
lim V/n2 — 2n — v/n2 + 3n = lim /n2 — 2n — /n2 + 3n - Ve BB

Vn2 =2n++vVn2+ 3n

(r=m) - (v )

. : n2—2n—(n2+3n)
lim = lim =
Vn2 —2n++v/n2 + 3n Vn2 4 2n 4+ v/n2 + 3n
. n 00
= lim = —
Vn24+2n++vn243n
Simplificant els termes de grau més baix:
lim “ = lim & = lim & = lim n_
V2 £ 25 +Vn2 31 VnZ + vV/n2 n+n 2n 2
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I Indeterminacié del tipus 22
Definicions R 5 o0
. Indeterminacié del tipus co — co
Limits . . q oo
- Indeterminacié del tipus 1
Indeterminacions

Indeterminacié del tipus oo — oco: diferencia d'arrels

Un altre exemple:

limv/3n3 — 2n2 + 1 — v/3n3 + n2 +n — 1 = 0o — oo Indeterminacié

—lim /303 —2n2 +1— /33 +n2+n—1-

V33 =22+ 14+vV3n3+n2+n—1 »
V33 —2n2+1+vV3n3+n2+n—1

2 2

<\/3n3—2n2—|—1> — <\/3n3+n2+n—1>

lim

V3nd —2n2 +14+vV3n3+n2+n—1
’ (3n® —2n2 +1) — (3n3 +n® +n —1)
= 1m

im —3n2—n+2
V3n3 —2n2 +1+V3n3+n2+n—-1 V3n3 —2n2 +1+V3n3+n2+n—-1
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I Indeterminacié del tipus 22
Definicions oo

. Indeterminacié del tipus co — co
Limits . . q oo
- Indeterminacié del tipus 1
Indeterminacions

Indeterminacié del tipus oo — oo

Ara, com tenim una fraccié i al denominador ja no tenim co — co, podem simplificar els termes
de grau més petit:

—3n2—n+7 ~ fim —3n?
\/3n3/M+ V33 + n2 =1 V3n3 +V/3n
2 : 3In 2 : 3n2—§

Iim —— =lim — = lim ——
2\/3113 2v/3n2 23
1

3nz lim 3v/n _

2v/3 23

= lim
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Indeterminacié del tipus 22
Indeterminacié del tipus co — co

Indeterminacié del tipus 1°°

Quan tinguem una indeterminacié del tipus co — oo, hem d’anar amb molt de compte en
simplificar els termes de grau més petit, perque els de grau més alt podrien acabar marxant al
restar. En aquest cas haurem d’arrossegar els seglient grau i esperar que tampoc es cancel-li.
Per exemple:

lim(n2—2) = (n2—2n+3) =00 — 00
La podem resoldre simplement operant:
1im(n2—2) — (n2—2n+3) =limn?—-2—-n’+2n—3=1im2n — 3 =00
En canvi, si haguéssim simplificat els termes de grau més petit:
lim (n2712) — (n2;2n/+/3) =limn? -n?=0

que NO ES CORRECTE!!!
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- Indeterminacié del tipus 1
Indeterminacions

Exercici

Queé hagués passat si haguéssim simplificat els termes de grau més petit a I'exemple de les
arrels??
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. Indeterminacié del tipus 1°°

Indeterminacions

Exercici

Calculeu els segiients limits

o3 —1 3n2+1 ot =nt42m?—1 n*-3n2+1
Q lim i = Q lim— - — 5 —
NG 2711 ne + 2n+ — 6m + 2 n-+ 3
n°+n n° —
i — — 3 2 _ _ 2 —
Q W “m2 o1 @ limv/2n2—n+1—+n2+n
o limn4—n3+2n+2_n2+5n—1: Q lim\/n2+2n+2—\/n2+3n+2:
5 n2—1 5 n+2 (1)2?1
. 2nc — 3 —n +5 Q) Ii 2 —
1 _ _ 11m =
@ Lm n+2 n—2 (Tll)n
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Indeterminacions

Indeterminacié del tipus 1>

D'un resultat de Leonhard Euler (que es pronuncia “Oiler”) sabem que

e 1”_1+1+1 11
e\ Tn) ToatnTata ot

on e = 2.71828 ... és un nombre irracional anomenat o “nombre d’'Euler”
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Indeterminacié del tipus 1>

De fet, tenim el segiient resultat

Proposicié

Si
lim b, = oo 0 lim b, = —o0
n—00 n—r00

aleshores

1),
lim (1 4F —) =e
n—oo b,
Facilment podem veure que, també tenim la segiient propietat:

: 1 o lim &z
Iim (1+ — — e ™M on

n— o0
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Resolucié de la indeterminacié del tipus 1%

Tenim una successié de la forma

lim b, =1
ap = by» complint nee

lim ¢, = +oco
n—o0
aleshores tenim una indeterminacio del tipus

lim a, = 1%
n—0o0

Normalment tindrem que la base és una successié racional tendint a 1:

dn,
by = —
en
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Indeterminacions

Resolucié de la indeterminacié del tipus 1%

Per resoldre-la I'"hem d'escriure en forma
(1+4)
ap =1+ —

© Sumem 1 i restem 1 a la base per tenir b, =1+ b, — 1 i, operant, ajuntem b, — 1. Si la
base és una successié racional, aleshores ens quedara:
d d, — e
l1+b,—1=1+——-1=1+"2—2
en en
Q Un cop ajuntat, posem un l'invers al denominador per deixar un 1 al numerador:

1 1
o=l by —l=14+——=1+—

by —1 dn—en
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Resolucié de la indeterminacié del tipus 1%

© Ara només caldra resoldre el limit del quocient de |'exponent i el denominador:

. Cn . Cn (dn — en)
llm “en = hm —_—
n—yoo i Nn—00 en

i el limit sera:

lim a, = €’
n—oo
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