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Albert Granados Corsellas CAPITOL 1. SUCCESSIONS

1.1 Successions geometriques

Els primers termes d’una successio son: 15, 3, 0.6, 0.12 1 0.024.

a) Justifiqueu que es podria tractar d’una successio geometrica, i trobeu-ne la rad
Recordeu que la suma dels n primers termes d’una successio geométrica ve donada
per la formula

1=n

Sy = Zai =ag - 11__T:

=0

b) Calculeu la suma dels seus primers 8 termes (amb formula).

¢) Calculeu la suma dels seus infinits termes (noteu que |r| < 1).

Digueu si les seguients successions son geometriques o mo, tot trobant-ne la rao en
cas afirmatiu.

a) a, = < 1) d) an =577

3n
e) a, = 3—n+2

b) a, =2""?
c) a, = 3" f) an =27
Solucio.

Només cal dividir els termes consecutius i comprovar si és constant o no.

1
1Y\ a T 3" 1
+1 3n+1 _ - .
a) an:<_n = 231 = n+1:31' Geometrica, r = = 1ay =1
3 ap 3 3 3
+4
o Upt1 2n _ . . .
b) a, = 2" o = 4= t3) — 9 Geométrica, de rad r =2 i ap = 2*.
an, n+3
2(n+1)
Ap41 3 _ N . .
c) a, = 3" "= = s 32H0)=2n — 32 Qeométrica, de rad r = 3% i a; = 3
Qp,

12
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on—3 dn+1 pAn )3 2(n+1)—3—(2n—3) 2 Spo: L2
d) a, =5 = T = 2 = 5°. Geometrica, de rac 5° 1
Qp, n-
a1 = 5_1
. 37(n+1)+2
e) a, = 37" ot _ per 3=(tDF2=(n42) — 3= Geométrica, de rad
an, "
1
r = g 1 a; = 3.
2(n+1)2

_ on?2 Gn1 _ o(n+1)2—n? _ o2n+l
n = 2 = = 2 = 2 .
f)a G on?

quocient de termes consecutius no és constant (depén de n).

No és geometrica, ja que el

a) El vinté terme d’una progressio aritmética és 7, i la diferéncia, —0.25
b) Trobeu l’expressio del terme general i calcula la suma dels 12 primers termes.

¢) Quant val la suma dels infinits termes de la successio?

1.2 Monotonia, maxim i minims, successions fita-

des

Considereu la successio
on —1

C 3n+1

an

a) Demostreu si la successio €s creixent o decreizent, digueu si esta fitada © doneu-ne
el limit.

b) Digueu a partir de quin terme tots seran majors que 1.99

Solucié.

a) Per veure si és creizent només hem de comprovar si es compleix

(p41 > anp

13
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b)

0 no.
Operant obtenim:

an+41 Qn
6(n+1)—1 - 6n —1 (:)6n+5 >6n—1
3n+1)+1" 3n+1 3n+4 " 3n+1

Pern > 1 els denominadors son positius tots dos; per tant, els podem passar a
l'altra banda multiplicant © mantenir el sentit de la desigualtat:
6n 4+ 5 - 6n — 1
3n+4 3n+1
Alerta, si algun dels denominadors hagués estat negatiu, hauriem d’haver canviat

el sentit de la desigualtat!
Desfent els parentesis o agrupant obtenim.:

< (6n+5)(3n+1) > (6n—1)(3n+4)

18n® + 21n + 5 > 18n* 4 21n — 4
St ara ho passem tot a l'esquerra:
180> —18n* +21n —2In +5+4 > 0 <= 9 > 0

cosa que €s certa sin > 1. Per tant, efectivament, la successio €s creizent, ja que
es compleix
Qpy1 > ap Vn > 1

. Pel que fa al limit, aquest sera 2, ja que els graus del numerador i denominador
coincideizen obtenint el quocient dels coeficients:
6n — 1
im
n—+oo 3n + 1

és a dir, la successio s’apropa a 2 per l’esquerra (perqué és creizent).
Volem saber a partir de quina valor de n obtenim
a, > 1.99

Com és creizent i el seu limit és 2, la prequnta té sentit. Per trobar aquest valor
de n resolem l’equacio:

6n — 1
4y => .99 = —— =1.99 = 6n— 1 > 1.99 (3n + 1) ...n = 99.66
3n+1

Per tant, a partir de n = 100 es compleix que 2 > a,, > 1.99.

14
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1.3 Calcul de limits varis

Exercici 5: Pg. 201 n° 16.
Calculeu els limits de les segiients successions.

m+1  n 11
ay, = + b,=—:—
n n—+1 n?2 n

1 1 1

Cp = —5 — — d,=5:—
n2 n n

Solucié.
A la primera ens trobem la suma dues successions racionals (quocient de polinomis).
Comparant els graus veiem que totes dues son convergents i, per tant, tindrem

lim a, =2+1=23.

n—o0

En el segon cas ens trobem una indeterminacio del tipus 0/0:

lim b, =0 :0 — Indeterminacio.
n—o0

Per resoldre-la, simplement operem per tal d’escriure la successio com a quocient de
dos polinomis per comparar-ne els graus:

b—l I 1 n w 1
" n2'n o n2 1 o
que tendeizx a 0,
lim b, =0
n—oo

La tercera, com és la diferéncia de dues successions convergents que tendeizen a 0,
el limit sera

lime,=0-0=0.

n—00

La quarta sera divergent, perqué tendim a dividir 5 entre 0 podriem escriure 5/0 —
0o. De fet, si la escrivim en forma de quocient de polinomis obtenim

1 per tant
lim d,, = 0.

15
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Exercici 6: Pg. 208 n° 5.
Calculeu els segiients limits
2

n
W= (3n—5)(2—=3n) b, = _z
“ (n )( n) n+1 2
\V4n? 5
Cn:n——i-n d, == —/n
2n+3 n
n—n®+1 F 3n + n?
Cn = —— n— < 5
n? 1—n2

Solucié.
Primer provem substituim n per oo. St trobem una indeterminacio haurem d’operar.
Aizxi obtenim

lim a, = lim a, = 0o (—00) = —00,
n—0o0 n—oo

1 la primera és divergent.
Mairem la segona,

lim b,, = oo — co Indeterminacio
n—oo

on ja hem fet servir que el grau del numerador de la primera fraccio és més gran
que el del denominador. Aqui obtenim una indeterminacio del tipus oo — oo. Per
resoldre-la operem per escriure la successio com una sola fraccio:

2n’ —n(n+1) . n*-—n

lim b, = lim = lim — = oo,

perque el grau del numerador és més gran que el del denominador.

) 00
lim ¢, = —.
n—oo O

Malauradament el numerador no és un polinomi. No obstant, com el terme de grau

2 mana, podem menysprear el del grau 1, obtenint

V4n? ) 2n
= lim =
—oo 2n + 3

També podem raonar-ho d’una altra manera. En fer Uarrel quadrada d’un polinomi
obtenim una mena de polinomi el grau més alt del qual seria 1, @ el coeficient d’aquest
seria V4 = 2. Com iguala el del denominador, el limit serd % = 1. Tenim també
una opcio més rigorosa, dividim el numerador i el denominador entre n.:

VAan2+n 1/4712# /R
- n _ n _ n?
T 3 = 3
e 2+ 242

n

lim ¢, = lim

16
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1 per tant tenim
V4

lim ¢, = =1.
n—o0 2
La la quarta obtenim
lim d, =0 — 00 = —o00,
n—oo

perqué /oo = o0o.

La cinquena, simplement comparant els graus més alts, el del numerador és més gran
1, per tant, la successio sera divergent. Ara bé, com els coeficients de grau més alt
son —1 1 1, el limit sera

lim e, = —o0.
n—oo

Finalment, a la sisena, els graus del numerador i denominador coincideizen. Per
tant, el limit sera el quocient de coeficients:

, 1
=Tl
Exercici 7: Pg. 206 n° 6.
Trobar el valor de k per tal que el
kn? + 3
lim 22 g
n—oo 1 — n2

Solucié.
Com els graus del numerador numerador i denominador coincideizen, necessitarem
que el quocient de coeficients valgui 2:

k
— =2=k=-2
-1
Exercici 8: Pg. 208 n° 7.
Calculeu els segiients limits
1\™ n® —3n? + 1
a, = | = by = ————
5 n® —2n
n+1 V5 - n3 + 3n?
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Solucio.
lim a, =0,
n—oo

perque la base és més petita que 1.
lim b, =0,
n—,oo

perque el grau del denominador és més petit que el del numerador.
Per la successio ¢, no tenim quocient de polinomis; no obstant, en fer el limit podem
fer les segiients simplificacions:

limn+1—lim " i VT

també podem optar per dividir entre n tant el numerador com el denominador (el
grau més alt) i obtenim

nzl 1+%—>1—>
Cp=—1== —~ — 00.
n Jn 1

n vn 0

A la tercera, raonant de la mateiza manera, al numerador hi tenim grau 3, i al

7 7 J
denominador “grau %”. Per tant, la sucessio divergira. Per veure-ho temim dues
opcions. La primera (una mica llarga) és dividir numerador i denominador entre el
grau, més alt, 3:

\/Bn:’l;-SnQ \/5+% \/5
dyp = = — — — 0

Vni+5n+1 +35n+1 n3+5n+1
n \/ a6

L’altra opcio és “menysprear” els termes de grau més baix:

Voo +3t Vet V5tV \/S-ﬂg\/ﬁzoo

lim d,, = = lim — = lim

2 — lim =
n—00 \/n3 +%+I n—oo  4/m3 n—o0o /13 .1/n3 n—00 )7[5/

Per la cinquena obtenim

lim e, = 00? = 0.
n—0o0

Per la sisena

lim f, = oo — oo Ideterminacio.
n—oo

18
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Per resoldre la indeterminacio, reescrivim la successio com una sola fraccio:

C3n*(n—1)—(Bn*—2)(n+1) 31" —3n*—3n° —3n*+2n+2
Jn = (n+1)(n—1) B n?—1

_ —6n®+2n+2
B n?—1

1, com els graus del numerador i denominador coincideixen, el limit sera
lim f, = —6

Substituint n per oo obtenim una indeterminacio del tipus oo — oo. Com es tracta
d’una resta d’arrels, per tal d’operar-ho i escriure-ho d’una altra manera, [inica
cosa que podem fer és obtenir el mateix per tal de treure factor comu. Si escrivem

V3n = \/3/n podrem restar:
Com que /3 —1> 0, el limit sera

lim g, = oo.
n—oo

A la segiient successio podem fer

1
lim 3007" = lim

n—00 n—oo 300™ ’

ja que el denominador tendeir a oo pero el numerador no.
Substituint per n = oo a la peniltima successio ens surt una indeterminacio del

tipus 1°°. La solucionem primer escrivint la base en la forma (1 + 0%) de la segiient
manera

n+3 n+3 n+3—(n+5)
=1+ —1=1+
n+95 n+95 n+95
—2 1
=1 =1 R
+n—|—5 T

-2

Calculem ara el limit del quocient entre ’exponent i el que ens ha quedat al denomi-

nador de la fraccio:

2
Lo

. n .
lim — = lim =
n—oco N + H

y n+5
" 2

19
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Per tant el limit sera
) 1
lim i, = e 2 = —.
n—00 e2

Finalment, per darrera successio obtenim

lim j, =5° =1,

n—oo

ja que a la base hi tenim el quocient de dos polinomis del mateix grau © a [’exponent
una fraccio que tendeix a 0.

Exercici 9: Pg. 209 n° 2.
Donades les successions a, = (2n+ 1)* i b, = (1 +n) (1 —n), calcular

a) lim a,
n—oo

b) lim b,

n—o0

¢) lim a, —b,
n—oo

d) lim n

n—oo by,

Solucié.

a) El limit surt oo i la successio és divergent

b) Si desfem el paréntesis tenim b, = —n*+1, que també és divergent ja que tendeiz
a —o0

c) Fent servir els dos altres apartats, com hem de fer la diferéncia entre les dues
successions, el limit sortira oo + 0o = 00, @ també és divergent

d) Si fem el quocient ens trobem que al numerador i denominador hi tenim dos
polinomis del mateix grau, 2. FEl limit sera el quocient dels coeficients de grau
més alt, i sera

2n+1)> 4

lim ——=—=—-4
n—oo —n2 +1 —1
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Exercici 10: Pg. 208 n° 6.

Considereu la successio

3nF —bn+7
(4n? — 1)

Discutiu segons el valor de k quant val lim a,,.

Qn

Solucié.
Hem de comparar els graus del numerador i denominador. Al denominador hi tenim
el polinomi (4n* — 1) = 16n* — 8n? + 1, que és de grau 4. Per tant tindrem

o stk>4
. 3 ,
lima,=¢ — sik=4

0 stk<4

Exercici 11: Pg. 209 n° 4.
Donades les successions

trobeu
lim a, im 2
Y g, ),
b) lim b d) li O
im —
) nlanolo n n—00 Ay,
Solucio.

Com es tracta de successions exponencials i totes dues tenen la base més petita que
1 (i positives), tenim

lim a, = lim b, = 0.
n—ro0 n—ro0

En fer el tercer limit, ens surt una indeterminacio del tipus g. La resoldrem operant:

L)) - () o
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Ara, com totes dues poténcies tenen el mateix exponent, podem ajuntar les bases:

Per tant tindrem

Exercici 12: Exercici proposat.
Considereu les segiient successions

Trobeu

a) lim a,
n—oo

b) lim b,

n—o0

. a
c) lim —
n—oo b,

d) lim b—n
n—00 Ay,

Solucio.

Totes dues successions tenen limit 0, ja que la seva base és métita que 1. Per calcular

els altres dos limits hauren d’operar, ja ens queden indeterminacions del tipus 8. En

operar, l'objectiu que ens hem de proposar €s ajuntar les dues potencies, cosa que

només podrem fer si tenim el mateix exponent. Com d’entrada els exponenets no

son iguals, haurem de reescriure les poténcies perqué ho siguin fent servir les segiient

propietats:
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Aixi, ens quedara

Com la base és més gran que 1, el limit quedara oo.
Fent servir aixo podrem trobar l’altre limit fent ’invers:

. by 1
lim — =—=0.
n—oo an (0. @)
Exercici 13: Pg. 209 n° 5.
Calculeu els segiients limits

) m2—n+1
R W

b) lim on +3

n—00 —n

0 s (VT

n?+1
e) lim (n + 5)

n—soo \nn — 1
o — 1\ B2
n — 2n<—5
!
/) ( "t 3 )
Solucié.

Els tres primers es resolen facilment comparant els graus del numerador i denomi-
nador (cal tenir en compte els signes!), i obtenim oo, —5 i 0, respectivament.
La quarta ens surt una ideterminacio del tipus oo — oo. Com no podem ajuntar les
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arrels perque al radicand no hi ha cap factor en comu, multipliquem pel conjugat per
passar a una indeterminacié del tipus 2 :

2_1 2 1
N 2 W e e S e S o ey O AL e L
Vn2—1+Vn?2+1

n?—1-n?-1 —2 L2
vni—1+vn?+1 Vn2—14vVn2+1 o0+

— 0.

A la segiient successio ens surt una indeterminacio del tipus 1°°. Primer arreglem la

base perquée esciure-la de la forma (1 + i) :

n+5 n+5 n+5—(n-—1)
=1 —1=1
n—1 +n—1 * (n—1)
6 1
=1 =14+ —
+n—1 =

Fem ara el limit del quocient de l’exponenet i el que ens ha quedat sota ['1:

n?+1 . 6n®>+6
= lim =
n—soo N — 1

lim
n—oo

] (0. 9]

Per tant, el limit de la successio ens quedara > 1 per tant és divergent.

. e . 1 . .
Pel que fa ['ultim, substituint primer per n = oo ens queda 22, que no €és cap inde-
terminacio. Per tant ens quedara

n<+4+1
om—1\25
hm(” ) T 0k =3

Exercici 14.

Trobeu els limits de les seguients successions

n®—1

nd—2n?2 —n+2

n2
2n + 1\t
C g
" 2n +4

ay = b, =V3n2+3n—vVn2+n
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1.4 Indeterminacio del tipus 1%

Normalment es resolen comparant-la amb el limit de la successio
1 n
lim <1 + —> =e.
n—oo n

Trobeu els limits

3 n
li 1+ —
& nﬂa( +n+5)

1 2n
e) lim 2_n+ )
n—00 n
n?+5\""
I
e nm)

Solucio.
Tots aquest exercicis porten a una indeterminacio del tipus 1°°. FEs resolen de la
mateiza manera, escrivint la base en la forma

(+3)

. b
limy oo ~&

e an

1 el limit sera

Y

on b, és l’exponent que hi havia a la successio.
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a) Reescrivint la base obtenim

Calculem ara el limit

Per tant el limit sera
) 1\" 3
7}51010(1+—n§5> = e°.

b) Procedim de la mateiza manera, primer arreglem la base

6 1 1
l——=1——=14—
n 6 ~%
Ara només caldra fer el limit
2
lim — = —12,
n—oo ?
i el limit sera e '2.
c) Arreglem la base
n3—n2_1 n3 — 2_1 1+n3—n2_n3+1
n3 +1 n3 +1 nd+1 nd+1
nd—n?—n3—1 —n? -1 1
+ n3+1 nd+1 + ”zjjl
Fem ara el limit
—n?_-1 —_n3 —
lim%:hmwzhm n n——l,
n—oo —nnT—’——l n—o00 'n,3 —+ 1 n—o00 n3 -+ 1

i per tant el limit sera e~ L.
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d) Fem el mateix:

2n 149- 2n . 2(n+1) 2n
n+1

1 calculant el limit entre ['exponent i el denominador tenim:

.o on+1
0 T =2
i per tant el limit és e?.
e) Arreglem primer la base
1 1 — 1
o N+l _ o0t 4™ (n+1)
n n n
-1 1 1
l+—=1+—==1+—
n L -n

Fem ara el limit del quocient entre ’exponent i —n,

lim —2n =2,
n—oo —n
i per tant el limit quedara e?.
f) Fem el mateiz, primer la base
2 2
R T
=1+ FERSY

4

Fem ara el limit entre [’exponent i el denominador

i on i 20n

Per tant el limit quedara e’ = 1.

Exercici 16: Proposat.
Trobeu els limits de les seguients successions:

27
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2n2 + 2 an
b) b, = —1
yon= (% 1)
ng __3 n3—1
= 2—
c) c ( n2—|—4>
9) dn:(l—n+3) w
n—1
Solucio.

1 [o.¢]
a) El limit surt <§> =0, ja que la base és més petita que 1

b) Surt una indeterminacio del tipus 1°°. Reescrivim la base:

2n% 4 2 2n? 4 2 2n? +2—2(n*+n)
1= —2=1+
n®>+n n?>+n n?+n
e
o 2 - n2+4n
n+n —_2:_2
Fem ara el limit 5 5 ) )
lim —— = lim n(=2n=2) = —06
n—oo N-tn n—00 n2—%71
—2n—2
Per tant el limit quedara
lim b, = e % = -
n—oo e

c) Torna a sortir una indeterminacio del tipus 1°°. Per tant fem el mateix, arreglem
la base

n?—3 n2—3_1+n2+4—(n2—3)
n2+4 n?+4
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Fem ara el limit

e
7

1, per tant, el limit quedara

lim ¢, = e = 0.

n—oo

d) El limit surt 0%, que és 0.

29



Albert Granados Corsellas CAPITOL 1. SUCCESSIONS

30



Capitol 2

Funcions

Continguts
2.1 Domini i nucli de funcions . ... .............. 33
Ezercici: 17 Pg. 181 n°5 . . . . . . . ... . 33
FEzercici: 18 Exercici proposat . . . . . . . ... ... . . ... .. 34

FEzercici: 19 Domini i nucli de les funcions suma, producte i quocient 35

FEzercici: 20 Exercici proposat . . . . . . .. ... o L. 40
FEzxercici: 21 . . . . oL 43
2.2 Composiciéiinversa . . ... ... v i 44
Ezxercici: 22 . . . .o e e 44
Ezxercici: 23 Pg. 187 n° 12 . . . . . . . . . ..o oo 46
Ezercici: 24 Domini de la composicié . . . . . ... .. ... ... 49
Ezercici: 25 Domini de la composicié . . . . . .. ... ... ... 51
2.3 Limitslaterals ... .............. 00000 52
Fxercici: 26 Calcul a partir de la grafica . . . . .. ... ... .. 52
Exercici: 27 . . . . o e e e e e e e 54
FExercici: 28 Exercici proposat . . . . . . . . ... 0. L. 99
FExercici: 29 Exercici proposat . . . . . . . ... 0oL, 57
Ezxercici: 30 . . . .. e e e e e e 59
FExercici: 31 Domini i comportament local . . . . ... ... ... 60
Ezercici: 32 Variant de Pg. 219n°6 . . . . ... ... ... ... 62

31



Albert Granados Corsellas CAPITOL 2. FUNCIONS

Ezercici: 33 Pg. 219n° 7 . . . ... oo 64
FEzercici: 34 Pg. 219 n°8 . . . . . . . ... o 64
Exercici: 35 . . .o L e e 66
Ezercici: 36 Indeterminacié del tipus % ............... 67
Exercici: 37 . . . .. 70
Ezercici: 38 . . . .. 73
24 Continuitat . . . ... ... .00 0 oo s s 75
Exercici: 39 . ..o 75
Exercici: 40 Pg. 222 n° 11 . . . . . .. .. .o oo 7
Exercici: 41 Pg. 222 n°12 . . . . . .. .o o oo 79
Exercici: 42 Pagina 227n° 14 . . . . . .. .o oo 80
FEzercici: 43 Pagina 228 n° 19 . . . . . . . .. ... ... .. 80
Ezercici: 44 Bolzano . . . . . . ... oo L 82
Exercici: 45 . . . ..o 83
Ezercici: 46 Pg. 228 n° 18 . . . . . . . . . ... o oL 84
Ezercici: 47 Pg. 228 n°24 . . . . . . ... oo oo 86
Ezxercici: 48 . . . . . . 88
Exercici: 49 . . . o e e e e e e e 88
Exercici: 50 . . . oL 88
Exercici: 51 . . . oo 89
Ezercici: 52 . . . .o 89
2.5 Asimptotes . .. ... ... ... i i i i e e, 91
FEzxercici: 53 . . . . Lo 91
2.6 Continuitat amb parametres . . . . . . .. ... ... 93
Exercici: 54 . . . ..o 93
Exercici: 55 . . .o 96
2.7 Exponencials i logaritmes . ... .............. 97
Ezxercici: 56 . . . ... 97
Exercici: BT . . . o e e e e e e e e e e e e 97
Exercici: 58 Pg. 249 n°4 . . . . ... Lo oo 98

32



INS Pere Vives i Vich - VIVES
Departament de matematiques [

2.1 Domini i nucli de funcions

Exercici 17: Pg. 181 n° 5.
Calculeu el domini de les funcions

z+1 2 4
b) g(z) =v4+3x
Tr+8 22 4+4
C) h(x):m SZ.T§2

)t =9
d) k(x):\3/2x+5 xQ_I?) st x> 2

Solucié.

a) Només cal treure els punts on el denominador s’anul-la:
2 —6r+5=0—a=5ir=1

Per tant
D(f) =R\{1,5}

b) El radicand ha de ser positiu, per tant
4
443z >0= x> —3

El domini quedara

c) St busquem els zeros del denominador veurem que no en té (de reals). Per tant
el domint d’h son tots els reals:

D(h) =R

d) Com es tracta d’una arrel d’index senar (cibica) no hi ha cap problema si el
radicand és negatiu. Per tant

D(k) =R
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e) La funcio e és un polinomi, que tenen com a domini tots els reals

D(e) =R

f) Es tracta d’una funcio definida a trossos. Haurem d’estudiar el domini de cadas-

cuna de les branques per separat i després mirar quins valors del domini complei-
xen la condicio per entrar per aquella branca.

La primera branca té com a domini tots els nombres reals menys el 0, perque és
on s’anul-la el dominador. Com 0 < 2 compleix la condicio, [’haurem de treure.
Per tant, per ara tenim que el domini de la funcid és (—oo,0) U (0, 2].

La segona branca té per domini tots els nombres reals menys x = 3, que és on
s’anul-la el denominador. Com 3 > 2 compleix la condicio, també [’haurem de
treure. Per tant, el domini de la seqgona branca sera (2,3) U (3, co.

St ajuntem tots dos dominis tindrem

D(t) = (—00,0) U (0,3) U (3, 00).

Altrament, com només hem de treure els valors x = 0 i x = 3, podriem escriure
el domini com

D(t) = R\{0,3},

que son exactament iguals.

Exercici 18: Exercici proposat.

Trobeu el domini de la funcio definida a trossos

(-1
5 stx <0
x —
fl@)=1< Vaz—4 si0<xz<4
xr—3
std<x
\ 22— 16
Solucio.
Comencem estudiant la primera branca. El denominador s’anul-la quan x> —1 = 0
donx=10x=—1. Ara bé, com a la primera branca només hi entrem si x < 0,
aleshores momés caldra treure el x = —1, ja que st x = 1 entrem per la segona.

Pel que fa a la segona branca, hem de treure tots aquells valor pels quals el radicand

sigui negativ. Busquem quan val 0: 22 —4 = 0 six = —2 o x = 2.

Com la
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funcid x* — 4 és una parabola conveza (mira amunt) perqué el coeficient de grau 2
és positiu, haurem de treure linterval central, és a dir, linterval (—2,2). Ara bé,
com a la segona branca hi entre només si 0 < x < 4, és a dir, si x € (0,4), fent la
interseccio d’aquests interval tindrem els punts que haurem de treure, que son

(=2,2) N (0,4) = (0,2).

Per tant, fins ara haurem de treure el valor x = —1 i linterval (0, 2).
Vegem ara la tercera branca. Mirem quan s’anul-la el denominador:

2 —-16=0=2=—-40x=A4.

Com a la tercera branca hi entrem només si 4 < x, només haurem de treure el 4,
perque —4 no esta inclos.

Resumint, hem de treure x = —1 de la primera, linterval (0,2) de la segona i el punt
x =4 de la tercera. Per tant, el domini sera

D(f) = (—o00,—1)U(=1,0]U[2,4) U (4, 0).
Exercici 19: Domini i nucli de les funcions suma, producte i quocient.
Considereu les funcions

f) =552 gl = ——

2 —1

a) Trobeu D(f), D(g), Nuc(f) i Nuc(g). Recordeu que el nucli d’una funcio son els
valors pels quals aquesta val 0.

b) Trobeuw D(1/g), D(1/f), D(f + g), D(f/g) @ D(g/f) calculant les expressions
explicitament.

c¢) Trobeu D(1/g), D(1/f), D(f+g), D(f/g) i D(g/f) fent servir només els resultats
de l'apartat a).

d) Quines diferéncies trobeu?

Solucio.

a) Com les dues funcions només tenen denominadors presentaran problemes quan
aquests s’anul-lin, cosa que passa quan x*> —1 =10 (per f) ix+1 =0 (per g).

Per tant tenim

D(f) =R\{-1,1}  D(g) = R\{-1}
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b)

Pel que fa al nucli de les funcions, només cal que miram quan valen 0:

2
x+1:0—>x—|—2:()—>x:—2

flx) =0 —

T2 —

Fizem-nos que hem de comprovar que x = —2 siqui del domini, és a dir, que el
denominador no s’anul-lv per x = —2 cosa, que no passa. Dit d’una altra manera,
el segon pas només el podem fer si x> —1 no és zero, cosa que només passa quan
x = —2. Per tant,

Nue(f) = {~2}.
Pel que fa a g:
g(x) =0 — =0—1=0

i per tant la funcio g mai val zero:

Nuc(g) = 0

Trobem les expressions de les funcions que ens denamen:

1 z 11 r+1
(/g)(z) = 4= — == = =41
1 2 =1
1 = =
W@ =57 =575

En principi, d’aquestes expressions deduiriem que D(1/g) = R i D(1/f) =
R\ {—2}, pero, com veurem al proper apartat, aizo no és correcte!

Per tal de calcular f + g haurem de buscar un denominador comi. Factoritzem
els denominadors trobant-ne les arrels:

?—1=0—a2==1

1 per tant tenim que
??—1=(x+1)-(z-1)

Com x + 1 és irreductible, ja esta factoritzat. Ara sumem f + g:

x—f—?+ I T+ 2 N I r+2 N 1-(z—1)
22—1 241 (z+1)-(z—-1) z+1 (z+1)-(z—1) (z+1)-(xz—1)
r+2+z—1 20 +1

(x4+1)-(z—1) (z+1)-(x—1)
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c)

Per tant, d’aquesta expressio treuriem que

D(f +g) =R\{-1,1}
Calculem ara el quocient de les funcions:

22 @42 (z+1)  (+2)(x+1)
(f/g)(z) === 11 -1

2+1
1 2 =1

WD =@ = @@ D)

Tal com estan escrites, els dominis son
D(f/g) =R\{-1,1}
D(g/f) =R\{-1,-2}

Ara b€, que hagués passat si fem servir la factoritzacio per simplificar aquestes
expressions?

(2@ +1)  (z+2)-(z+1) x42
F@) = — T = oA =1 -1

r—1
9/ @) =25

I per tant ara obtenim que

D(f/g) = R\ {1}
D(g/f) = R\{=2}

i els dominis que han sortit son diferents dels d’abans. Quina és la versio correcta?
Doncs com veurem al proper apartat, cap de les dues!

Calculem ara els mateizos dominis que abans pero sense calcular les funcions. La
funcié (1/g)(x) la podem escriure com

(6) 0=

Per tant, la imatge de qualsevol valor per la funcic 1/g, per exemple en x = a es
troba fent:

1
(1/9)(a) = 9@

Vist aixt, la funcio (1/g) presenta dos possibles problemes:
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1 Hem de poder calcular g(a)
2 FEl valor de g(a) no pot ser 0

e Per tant, el domini de la funcid (1/g) sera el resultat de treure al domini de
g el seu nucli:

D(1/g) = D(g)\Nuc(g)
Com el nucli de g és buit, tindrem
D(1/g) = D(g) = R\ {-1}
Fizem-nos que aixo no coincideix amb el que haviem obtingut a ’apartat an-

terior calculant ’expressio exacta!

e Fem ara el mateiz amb (1/f):

D(1/f) = D(f)\Nuc(f) = R\{-1,1, -2}

que tampoc coincideiz amb el resultat de l’apartat anterior!

o Vegem ara la suma f + g. Per avaluar la funcié suma

(f +9)(a) = f(a) + g(a)

necessitarem poder calcular tant f(a) com g(a) i, per tant, el domini sera el
de f intersecat amb el de g:

D(f +g) = D(f) N D(g) = R\ {-1,1}

o Fem ara els quocients de les funcions. Raonant com abans ens trobem que
per tal de calcular (f/g)(a) hem de fer

f(a)
g9(a)

(f/9)(a) =

Per tant ens trobem amb dos possibles problemes

— D’una banda hem de poder calcular f(a) i g(a)
— de laltra hem d’evitar que g(a) valgui O

Per tant, per trobar el domini de f/g haurem de treure tots els punts que
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— No siguin del domini de f: els valors {—1,1}
— No siguin del domini de g: {—1}
— Siguin del nucli de g (perque g esta al denominador): cap, perquée Nuc(g) =

0

Per tant, ens quedara
No son de D(qg)
~
D(f/g) =R\ {-1,1}u{-1}u_0 =R\{-1,1}
—— ~~
No son de D(f) Nuc(g)
Aixo també ho podem escriure de la segiient manera:

D(f/g) = ]R\{Punts que no son de D(f) o de D(g) o de Nuc(g)}

Traiem els punts on g val 0

—
= D(f) N D(g) \Nuc(g)
———

Punts del domini de f i de g

o Fem el mateix amb g/ f, la funcio seria la segiient:

_ (@)
(0/Dl) = 5

per tant hem de treure els punts que
— no siguin del domini de f: {—1,1}
— no siguin del domini de g: {—1}
— siguin del nucli d’f: Nuc(f) = {-2}
Per tant ens quedara:
No sén de D(g)
—~
D(g/f) = R\ (-1 1u{-1ju{-2} | =R\{-1,1,-2}
—— ~——
No son de D(f) Nuc(f)
Aixzo també ho podriem escriure com
D(g/f) = R\{Punts que no son de D(f) o de D(g) o de Nuc(f)}

Tratem els punts on f val O

——
= D(f) N D(g) \Nuc(f)
—_————

Punts del domini de f i de g
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d) Com hem comentat, els dominis trobats d’una manera i de l’altra no coincideizen.
El problema esta que, en operar es fan simplificacions que no es poden fer sempre.
per exemple, podem dir que

=7

8 =] =

Doncs no sempre, perque a l'expressio de l'esquerra x no pot ser 0, pero a la de
la dreta si. De la mateixa manera, podriem afirmar que

219

X
Doncs tampoc, perque a [’expressio de [’esquerra x tampoc pot ser 0 pero en canuvi
a la dreta x ja no hi apareix.

Resumint, sempre que simplifiquem o canviem de lloc un denominador, ho podrem
fer sempre que aquest no sigui 0.

Exercici 20: Exercici proposat.
Considereu les funcions

r—1 T+ 2
f(w) = 2 4+ 3z + 2 9(x) = ?2+x—2
Repetiu Uezercici 19 amb les funcions f+g, f/g i g/f. Es a dir, caleulew D(f + g),
D(f/g) i D(g/f) i compareu-lo amb els dominis que s’obtenen després d’operar i
simplificar les expressions f+ g, f/gig/f.
Nota: aneu amb compte en calcular Nuc(g).

Solucié.

Calculem el domini de les funcions de dues maneres: primer de la manera incorrecte
(operant i simplificant) i després de la manera correcta (fent servir els dominis de f
i g1 els seus nuclis).

o Trobem primer explicitament la funcio suma f + g. Per tal de sumar les dues
fraccions algebraiques haurem de factoritzar els denominadors i fer el minim
comi multiple. Trobem les arrels dels denominadors:

2 4+3c42=0—ax=-2ir=—1
P4 r—2=0—z=-2ir=1
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Per tant els denominadors factoritzats seran

?+3r+2=(x+2)(z+1)
P tr—-2=(@+2) (z-1)

i el minim comu maltiple sera (x +2) - (x+ 1) - (z —1).
Ara sumem les dues funcions

rz—1 T+ 2
U+9@) = e T er2) - @D
_ (x —1)(z—1) (x+2)(z+1)
(x+2)(z+1)(xz—1) (z+2)(z—1)(x+1)
_ (x—1D(x—-1)+(z+2)(x+1)
(x+2)(z+1)(z—1)
El denominador s’anul-la en x = =2, x = —1 1 x = 1 (que sdn els mateizos

valors on s’anul-laven els denominadors de f i g). Per tant, després d’haver
operat, el domini ens sortira

D(f + g) = R\ {_27 -1, 1}

Fizem-nos que podriem haver simplificat x + 2 a la funcio g, pero haguéssim
hagut de tornar a incloure aquest factor per tal de fer el m.c.m dels denomi-
nadors.

e Obtenim ara expressic explicita per la funcid f/g:

f@)  Grvem
(f/g)( ) g(l‘) —1&%1)

_ (-1 1)
C(z+2)(z+1)

Com el denominador s’anul-la en x = —2 1 x = —1, el domini que ens hagués
sortit per aquesta via seria

D(f/g) = R\{-2, -1}

que NO és correcte.
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e Per trobar el domini de la funcié g/f calculant-la explicitament podem fer
I'tnvers de l’expressio anterior:

(9/)(x) =

Com el denominador s’anul-la en x = 1 (dues vegades!), el domini trobat per
aquesta via Seria

D(g/f) = R\{1}
la qual cosa TAMPOC és correcte!

Trobem ara els dominis de la forma correcte: sense operar ni simplificar, a partir
de dels dominis de les funcions i dels seus nuclis. Trobem-los primer. D’una banda
tenim

D(f) = R\{=2, -1}
D(g) = R\{-2,1}

que €s on s’anul-len els denominadors. Trobem ara els nuclis igualant els numeradors
a0:

r—1=0—2z=1
T—2=0—x2=2

Pero alerta! Resulta que x =2 NO és del domini de g! Per tant, en x = 2 la funcio
no val 0 perque simplement g(2) no existeix! Per tant tenim,

Nuc(f) = {1}
Nuc(g) =0

Fizem-nos que de l’anterior reflexio podem deduir que sempre tindrem

Nuc(f) € D(f)

és a dir, el nucli esta contingut en el domina.
Trobem ara els dominis que ens denamen.

e Per fer la funcio suma necessitem avaluar les dues funcions. Per tant, un punt
sera del domini de (f + g) si és del domini de f i del domini de g. Per tant,

D(f +9) = D(f) N D(g) = R\ {-2,-1,1}
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e Trobem ara el domini de f/g. D’una banda necessitem avaluar les dues fun-
cions, pero de laltra, haurem de treure els punts on g valgui 0. Pero com
Nuc(g) =0, tindrem

D(f/g) = D(f) N D(g)\Nuc(g) = R\ {-2, 1,1}

Fizem-nos que el punt on ens havia sortir que el numerador de g s’anul-lava
(x = —2) esta tret igualment del domini perque el denominador de g també
s’anul-lava.

e Finalment, veiem ara g/ f. Si fem el mateix tindrem:
D(g/f) = D(f) 0 D(g)\Nuc(f) = R\ {-2,-1,1}

Resulta que el nucli de f ja estava tret perque x =1 no era del domini de g

Exercici 21.
Considereu les funcions:

2+ 3+ 2 x? —4
)= 2 —1 9(w) = a3 — 222 — 3x

Trobeu: D(f), D(g), Nuc(f), Nuc(g), D(f-g), D(f+g), D(f/g), D(g/[) i Nuc(f-g).

Solucié.
Trobem el domini de f i de g mirant per quins valors d’r s’anul-len els denominadors:

2 -1=0= 2z =+1

Per resoldre l’equacio
23— 22 —3x=0

traiem factor comi:
(2 —2r—3)=0

d’on les solucions seran

=0
?—20—-3=0=2c=—-1,2=3

Per tant, els dominis seran:

D(f) =R\{-1,1}
D(g) = R\{_17073}
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Mirem ara els nuclis. Per tal que f(x) = 0 necessitem que el seu numerador sigui 0:

P2 4+3r4+2=0=c=—-1,2=—2

Pero alerta!!! El valor x = —1 no és del domini de f 1, per tant, no el podem posar!
Aixi, el nucli sera:

Nue(f) = {~2}

Pel que fa al nucli de g mirem quan el seu numerador val 0:
P —4=0= 1 =242

En aquest cas tots dos valors son del domini de g 1, per tant, formen el seu nucli.
Resumint tindrem:

Nue(f) ={
Nuc(g) = {-2,2}

Trobem ara tot el que ens demanen:
® D(f-g)=D(f) N D(g) = R\{-1,0,1,3}
D(f+g) = D(f) N D(g) = R\{-1,0,1,3}
D(f/g) = D(f) N D(g)\Nuc(g) = R\{-1,0,1,3, 2,2}

D(g/f) = D(f) N D(g)\NUC(f) = R\{_lvoa 1,3, _2}

Nue(f - g) = (Nue(f) 1 D(g)) U (Nuelg) N D(f)) = {~2,2}

2.2 Composicié i inversa

Exercici 22.
Trobeu la inversa de la funcio

1 comproveu el resultat.
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oeggvIVE

Solucio.
La inversa la trobarem aillant x de [’equacio:
flx) =y
2 1
;L —y o2+ l=ylr+4) > 2+ 1=yx+4y
4y — 1
2t —yr=4dy—1—-z2—y)=4dy—1— 2= 2y
-y
Aixi la inversa €és la funcio
4y — 1
-1 o
o)== ,
o st la volem escriure com a funcio de x:
dr — 1
1 -
Per comprovar el resultat hem de verificar que:
(fof™) (@) = Id(x)
(f'of) () = Id(x)
Fem-ho:
_ _ 2f Y x)+1
] 1 ) = 1 X = - — =
(fo ™) =F(17@) = ~=577
r— 2(4dz—1)+(2—x
2 451 Mg
% +4 4:1:71;—11:;279:)
8r —2+4+2—=x Tz v
= = — =X
dr — 1+ 8 —4x 7
_ _ x
R R
2241 4(2z+1)—(z+4)
o 4 :c—QJ—r4 —1 o A4
9 2zdl 0 2(z4d)— Qa+1)
z+4 4
S8r+4—x—4 Tx v
= = — =2
20 +8 —2x — 1 7

45



Albert Granados Corsellas CAPITOL 2. FUNCIONS

Exercici 23: Pg. 187 n° 12.
Considereu les funcions

z+4 3z

He) =5 9@ =7

a) Determineu ['expressio algebraica i el domini de go f, fog, fof, gog, f~11

gfl

L son les inverses de f i g respectivament.

b) Comproveu que les funcions =1 i g~
Solucio.
Fixem-nos primer que

D(f) =R\{=2}  D(g9) =R\{-1}

a) Hem de tenir en compte que, en operar i trobar les expressions de les composi-
ctons en podem trobar que els dominis canviin. Per tant, trobarem primer les
expressions i després els dominis per separat, de la manera correcta com s’ha vist
als exercicis 19 1 20.

e gof:
x4+ 4 3Lt
o Da) =gl (@) =g (255 = =
3755 3%5 3(x+4)

T xzt+4 z+2 — 2z+6
T+2 + T+2 7 2w + 6

El domini D(g o f) sera el domini D(f) traient els valors que facin que

r+4
r+2
r+4=—(r+2)=|xr=-3

flz)=-1=

Per tant

D(go f) =R\{-2,-3}
Fizem-nos que x = —3 és el valor que anul-la del denominador que haviem
trobat, pero en canvi el problema en x = —2 desapareix de ['expressio en
simplificar.
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e fog:
(fog)a)=Flg@) = f (-
O €T) = €T —
g g r+1
3x 3x 4(z+1)
o+l +4 ozl +
T 3z o 2(z+1
s t2 S+
B % _Tx+4
T bx+2 T
Per veure el domini resolem
3x
9(x) r+1
2
3r=-2x+1) = T=—c
Per tant )
D(fog) =R\ {-1.-2}
Fizem-nos que —% cotncideir amb el valor on s’anul-la en denominador de
l’expressio que hem trobat, pero que en canvi x = —1 havia desaparequt en
simplificar.
e fof:
r+4
(FoN@ =1 ()= (255)
z44 z+4 | Az+2) 5+12
ettt ot n  ae
T oz+4 o 2(x+2) ~  3z+8
T2 e S
_ dx+12
32 +8
Per trobar el domini haurem de resoldre
r+4
f(x) T+ 2
8
r4+4=-20x+2) =|z= —3
Per tant

D(fof) =R\ {-2-3]
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® gog:
3¢ 3541
oo =96 =0 (;37) = 25
9z 9z
z+1 _ xAHT

3x n z+1 — 4x+1
r+1 z+1 1

B 9z
C 4r+1

Per trobar el domini mirem per quin valor g val —1:

3x
r)=—-1= =—1
9(x) x+1
1
Jr=—(r+1) = T=-7
1 per tant
1
Digog) =R\ {-1-1}
Fizem-nos que, altre cop, v = —i coincideiz amb el valor que fa que el
denominador de [’expressio que hem trobat s’anul-li, pero en canvi v = —1

havia desaparequt en simplificar.

e Trobem ara l'expressid i el domini de f~'(y). Per fer-ho hem d’aillar x de
[’expressio

x+4
= - 2)—x—4=0
y=_—p =yl +2 -z
4—2
ry—1)+2y—4=0= 2z = J
y—1
1 per tant
4 —2y
-1 o
[ y) = 1

Mirant l'expressio que hem trobat, el domini de f=1 és

D(f7) =R\{1}

Fizem-nos que aixo vol dir que el valor y = 1 no té antiimatge. Ho po-
dem comprovar prequntant-nos per quin valor de x la funcio f val 1, i no
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n’hauriem de trobar cap:
r+4

f(m):1:>$+2

=4 =277

=l=—=2x+4=2+2

1 per tant no trobem solucio.
o Fem el mateiz amb g=1, aillem x de l'expressio
3w
r+1

Yy = — ylr+1)—3x=0

x(y—3)+y:0:>x:—yT3
d’on
D(g™") =R\ {3}
Altre cop, si ens preqguntem quina €és l’antitatge de y = 3 ens trobarem en
que no hi ha cap valor.

b) Comprovem ara que les expressions que hem trobat de f=' i g=' sén realment les

inverses:
f*wu»:fA(x+4):4-gﬁg

r+4
T+ 2 42 1
4(z+2) 2:1:+4 2x
T+2 42 _ a2
z+4 _ x+2 T 2
z+2 42 42
2x
= — =
2
3x
3x )
1 R o T+1
o (o) = 9 Q+1——%_
z+1
3z 3z 3
—__wrl __mt_ 9P
3z 3(+1) =8 _3
z+1 z+1 zAT

Com en composar-les obtenim la identitat, les funcions son inverses una de [’altra.

Exercici 24: Domini de la composicié.
Considereu les funcions

f) =" o)

Trobeu D(f og) i D(go f).
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Solucio.
Estudiem primer el domini de cadascuna d’elles per separat. Com son funcions
racionals, només caldra mirar on s’anul-len els denominadors:

P8 =0—1" =8 s =+v8=2

z=0

Per tant tenim

D(f) =R\{2}  D(g) = R\{0}
Aixo el que ens esta dient és que a la funcio f no li podem entrar el valor 2, ni a la
g el valor 0.

Ens preguntem ara com calculem la imatge de la funcié (f o g)(xz). Primer hem de
fer g @ després, el que ens doni, ho posem a f. Per tant, hem de vigilar dues coses:

1. Hem de poder avaluar la funcid g. Per tant, D(f o g) C D(g)
2. El resultat d’avaluar g no pot ser un valor fora del domini de f
Com f(x) té problemes en x = 2, mirem per quin valor de x la funcié g ens ddéna 2:

2470 +6
g(x):2—>ﬂ:2—>x2+5x+620
T

d’on x = =3 i x = —2. Per tant, com g(—3) = g(—2) = 2, resulta que aquests
dos valors no seran del domini de f o g. Fizem-nos que si intentem avaluar f o g
obtindrem

Per tant el domini sera
D(f o g) = R\ {07 -2, _3}

Si fem el mateix amb go f, haurem de veure per quins valors de x la funcié f(x) val
0, que és el valor que no podem entrar a la funcio g:

fx)=0—2x=-2ix=1

Per tant, si a més tenim en compte que el valor x = 2 no el podem entrar a la funcio
f, tindrem

D(gof):R\{_27172}
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Exercici 25: Domini de la composicié.
Donades les funcions

flz) = g9(r) = ——5—
trobeu
a) D(f) i D(g)
b) D(fog)iD(gof)

Solucié.

a) Resolent les equacions
- l=0="=1l=2==2V1=12==I
?=0=1=0
trobem
D(f) = R\{-1,1}
D(g) = R\ {0}
b)

e D(fog): El domini de f o g sera el domini de g excepte els valors de x que
facin que g(x) =1 o g(x) = —1, que sén els dos unics valors que no son del
domini de f. Per tant resolem les equacions

2?2 + 3z 44
g(:c)zl—)Tzl
S22 +3r4+4=2>>3r+4=0
4
== ——
3

3:|:\/9 32
—x = ¢ R

o1



Albert Granados Corsellas CAPITOL 2. FUNCIONS

Per tant,

D(7o0) =R\ {03
D(go f) =R\ {-1,1,-2,2}
Mirem quan f val 0:

x?—4

0= 22 —-4=0= 1z =+2
2 —1

2.3 Limits laterals

Exercici 26: Calcul a partir de la grafica.
Considereu la funcio:

2 —2x+3 siz<-—1
fle) =<4 =222 +4 si —1<2<0
2v +4 s10<x

a) Feu-ne la grafica

b) A partir de la grafica trobeu els segiients limits:  lim  f(z), lim f(z), lim f(x),
rz——1" z——1t xz—0~

Solucié.

a) Per fer-ne la grafica basicament hem de fer les grafiques de les tres funcions pero
quedar-nos només en el tros on estan definides a cada branca.

e La primera branca és una parabola que és convexa (mira amunt), en calculem

el vertex i els punts de tall (x, = —% :

-2
i el vertex sera el punt (1,2). Fizem-nos que aquest punt no apareizera a la
grafica, perque no compleixr que x, < —1.
El punt de tall amb Ueiz'Y sera (0,3), pero tampoc apaereizera a la grafica
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Figura 2.1: Funcid a trossos

perque no compleix que 0 < —1.
Els punts de tall amb Ueix X els trobarem resolent [’equacio

24 /I— 12
P -243=0=r=""7—"¢R

1 per tant no tallara l'eix X.
Ens sera 1itil saber quant val la funcié x? —2x+3 alla on canviem de branca:
1+ 2+ 3 =6 i passara pel punt (—1,6).

Fem el mateiz amb la segona. La funcié —2x* +4 és una parabola concava,
que és simétrica respecte l'eiz Y (perqué b = 0). El seu veértex és el punt
(0,4) (que també és el punt de tall amb Ueiz'Y'), i els punts de tall amb [’eix

X seran (\/5, 0) i (—\/5, O).

Finalment, la tercera funcid és una recta, que té pendent positiu (2) i passa
pel punt (0,4).

La grafica de les tres funcions és la de la figura
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b) Graficament veiem que

lim 22 —-2x+3=6

—2% +4=2

lim 2?2 —2x+3=11

lim 22 —2x+3=11

li =
z;rfri— f<x) z——1"
li = i
A S = I,
lim f(z) = lim —22° +4 =4
z—0~ z—0~
li = lim 2 4=4
g )= i 2ot
li =
x—gl—%* f(l’) T——2"
li =
m—i—mfr f(x) z——21
lim f(z)= lim 2z +4=38
T2~ T2
A T = g 2e b4 =8

Exercici 27.
Calculeu els segiients limits laterals

)
lim
z—1- x — 1

. r+3
lim —
T—2~ (x — 2)

Solucio.

a) Si substituim per x = 1 ens trobem

amb

—1

0

Per tant, els limits laterals donaran 00, només caldra mirar el signe del denomi-
nador segons si ens apropem a 1 per l’esquerra o per la dreta. Com el denominador
val 0 només quan x = 1, mirem el seu signe valuant a esquerra v dreta de v =1,

1 trobem:

r—1—

o4
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Per tant tindrem

| x? =2 —1 L

im = — =4

z=1— . — 1 0—
=2 -1

lim = —=—

z=1t r — 1 0t

b) Fem el mateix. Subsituim primer per x = 2 per veure que passa, i obtenim
5
0
Per tant, els limits laterals seran oo, caldra mirar el signe del denominador a

prop de x = 2. Estudiem el signe del denominador avaluant a dreta i esquerra
d’alla on val 0.

otot
1 2 3
Per tant tindrem:
) T+ 3 5 .

im = = 400

r—2~ (l’ — 2)2 0+

r+3 5)
lim = = 400

Exercici 28: Exercici proposat.
De les funcions segiients, calculeu-ne el domini @ feu els limits laterals als punts on
tinguin problemes

T+ 2 x?
fla)=-—— 9l@) =
3 2r — 5
hiz) = k(x) =
(z) 22 4+ 21 — 8 (z) 2 —2x+1
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Pel que fa als dominis

tentm

D(f) = R\ {4}

D(g) = R\{-3}
D(h) =R\ {-4,2} D(k) =R\ {1}

Per mirar els limits laterals als llocs on els denominadors s’anul-len, mirem el signe
d’aquests a cada banda

e Pel denominador de f(x):

Per tant

e Pel denominador de g

Per tant tenim

e Pel denominador de h(x)

22 +2r—-8— 7

)

r—4 —

0, 1
OIO
3 4 )
6
1. = - == —
A @) =gm = e
| 6
M0 = G = e
()
r+3— -1 L. 1
A
-4 -3 =2
9
1. = — = —
o) == = e
I 9
A, 90) = e = oo
_ 3x
T 22422-8
0907 | Il il _18 Il 090+
-4 -3 -2 -1 0 1 2

w -+
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Jm hl@) = 5= = —oo

lim h(z) = — = +00

r——41 0-

Ji Me) = gm = oo

. 6

2x—5
2 —2x+1

e Pel denominador de k(z) =

2
r*=2z+1— 1 0,

0 1
Per tant ens queda
-3
lim k() = — = —
LK) = G = e
lim k(z) = > —
Jm k(z) = G5 = o0
Exercici 29: Exercici proposat.
Considereu la funcio
2 x < —2
st x < —
T —2
fz) = X
] st x> —2
a) Trobeu-ne el domini
b) Calculeu els limits laterals en v = =2, v = -1 ix =1

Solucio.

a) Aquesta funcid té tres possible problemes:
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e Que s’anul-li el numerador de la primera branca.
El denominador de la primera branca s’anul-la en x = 2, pero aquest valor
_—p 11 -
correspon a la segona branca i tindrem f(2) = 57— = 5 1 per tant la funcio

no té cap problema en x = 2.

e Que s’anul-li el numerador de la segona branca.
El denominador de la segona branca s’anul-la en x = —1 i en x = 1. Tots
dos valors es troben a la segona branca, per tant els haurem de treure.

e Que tinguem problemes alla on s’enganxen les dues branques.
Quan x = —2 no podem entrar per cap de les dues branques, per tant també
I’haurem de treure aquest valor.

Azt tindrem

f(x) = R\ {_Qa -1, 1}

b) Calculem ara els limits laterals en aquest valors.

e FEn x = —2 haurem de tenir en compte que per [’esquerra entrarem per la
primera branca, i per la dreta per la segona. Per tant

2x —4
li = [ =— =1
Jm flz) = lm o =
1 1
i = [ = —
Jm flz) = lim o =3

Tots dos limits laterals existeixen, pero com no coincideizen podem dir que

lim_f(x)?

r——2

e Per veure els limits laterals en x = +£1 mirem el signe del denominador a
cada banda:
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Per tant tindrem

1 1
Jm Jle)= e =g T e
lim f(z)= lm = =
dm f) = Iy =g = e
1‘ f— 1' e
Jm flo) = I e =5 T
lim f(x) I 1 1
im = lim = — =
z—1+ . o1+ 2 —1  0°F o0
Exercici 30.
Calculeu el domini de la funcio
2 4x—2
)= 2?2 — 4z + 3

i feu-ne un estudi local (calculant els limits laterals) als punts que no pertanyin al
domini.

Solucio.
Resolent l’equacio
2?4 +3=0

trobem que el denominador s’anul-la en v =1 1 x = 3. Per tant,

D(f) = R\{1,3}

Mairem ara com es comporta la funcio que x s’apropa a aquests valors. Si fem el limit
. 0 L
lim f(x) = = Indeterminacio
rz—1 0

Ens trobem una indeterminacio. Fs a dir, no sabem quin dels dos es fa petit més
rapid, st el numerador o el denominador. Per solucionar aquest tipus d’indetermi-
nacions factoritzem tant numerador com denominador trobant-ne les arrels:

P rr—-2=0=—=a2x=-2ir=1

per tant la funcid la podem escriure com
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Fizem-nos que tenen un factor en comi que podem simplificar sempre i quant x # 1.
Com estem fent el limit © no avaluant la funcio en x = 1, podem simplificar, © obtenim

hmf(x):lim(x_2>M—1' r+2 3 3

z—1 x%l(x—S)M_xl—%x—S—z—_§

Fizem-nos que no cal fer els limits laterals perque tots dos donarien el mateix en
existir el limit quan x — 1. Per tant podem dir que quan x s’apropa a 1 la funcio
s’apropa a —%, pero que en canvi quan x val exactament 1 la funcio no existeix.
Veiem ara el comportament a prop de x = 3. En aquest cas només s’anul-la el
denominador, per tant caldra fer els limits laterals per estudiar el signe i veure si
se’n va + o — infinit. Com en apropar-nos a x = 3 estem lluny de x = 1 podem fer
servir la versio simplificada de la funcio cosa que ens facilitara els calculs:

T+ 2 5
Jim flw) = lm = oo = —o0
x+2 5
S B

perque el denominador x — 3 passa de ser negatiu a positiu en x = 3. En aquest cas,
la funcio no esta fitada 1 el limit no existeiz, ja que per totes dues bandes la funcio
se’n va a infinit.

Exercici 31: Domini i comportament local.
Estudieu el comportament de la funcio

22 =5 +6

fla) = a3 — 42 + 4z

prop dels punts que no son del domina.

Solucio.
Trobem primer els punts que no seran del domini resolent

x3—4x2+4x:0:>x(a:2—4x—4)20

En poder treure factor comi x ja sabem que ¥ = 0 és una solucio. Les altres les
trobarem de resoldre [’equacio

1t —dr —4=0= =2

Ens trobem que x = 2 és una arrel doble del polinomi!
El domini sera

D(f) = R\{0,2}
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1 per tant haurem d’estudiar els limits

lim f(x)

z—0

lim f(z)

z—2

Fizem-nos que x = 0 és arrel del denominador, pero no del numerador, pero en canuvi
x =2 ho és dels dos, ja que si substituim x = 2 el numerador també s’anul-la:

22—-5-2+46=0

Aizo d’una banda ens diu que quan fem el limit x — 2 tindrem una indeterminacio del
tipus 8, pero de laltra ens diu que la funcid la podem simplificar, perqué numerador
1 denominador tenen una arrel en comiu. Per tant, factoritzem el numerador per tal
de simplificar 1 facilitar-nos els calculs.

St trobem les arrels del numerador tenim

22 —br+6=0<x=2ix=23

Per tant, quan x # 2, la funcid la podrem escriure com

-8 a3
x(z — 2)? z(z — 2)

Aquesta darrera expressio és la que farem servir per calcular els limits, cosa que ens
simplificara els calculs.

Com hem simplificat tot el que es podem simplificar, ara el numerador © denominador
no s’anul-laran alhora. Per tant, alla on s’anul-li el denominador tindrem limits del
tipus £oo. Mirem els canvis de signe del denominador:

fz) =

st x # 2

N g g
-1 0 1 2 3

Un cop tenim clars els canvis de signe del denominador, podem fer els limits laterals:

Jim 1(0) = 55 = e

i f0)= 5= = +o0
—1

g flo) =G = e

i J) = 5 = o0
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Per tant la funcié no esta fitada ni a prop de x =0 ni de x = 2 (té dues asimptotes
verticals).

Exercici 32: Variant de Pg. 219 n° 6.
Donada la funcio

>+ —2
f@) = 5——F——=
x*+5r +6
a) calculeu-ne els limits quan x tendeix a —3~, =31, =27, =27 1~ 4 1%.

b) fent servir només els resultats anteriors (sense fer cap alre calcul), discutiu si els
limits

lim f(x) lim f(x) lim f(x)

rz——3 T——2 z—1
existeizen o no, 1 digueu quant valen en cas d’existir.

¢) Representeu la funcid f amb Geogebra o Wolframalpha (o el que vulgueu) i co-
menteu els resultats.

Solucid.

a) Intentem calcular primer les imatges dels valors que ens proposen per veure si la
funcio hi té algun problema o no:

e Fnx = —3 s’anul-la del denominador només: = ens donra oo i caldra fer
limats laterals per veure el signe

o [in x = —2 s’anul-len tots dos: = caldra factoritzar i simplificar

o n x =1 s’anul-la només el numerador: = el limit sera 0, ja sigui per
l’esquerra o per la dreta

Com haurem de factoritzar per resoldre la indeterminacio quan v — —2, facto-
ritzem d’entrada per simplificar els calculs. Trobem les arrels del numerador i
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denominador:

P?4r—2=0
-1+ /1—-4(-2)
2
—r=—-2ix=1
2 +554+6=0

— I =

56246
B 2
—r=-31x=—2

Xz

Per tant tindrem que, si x # —2,

f(x):M(x_l) _r—1
(z42)(x +3) x+3

Fem servir aquesta expressio per calcular els limaits.

e Fizem-nos que el denominador passa de ser negatiu a positiv quan xr = —3:
r+3— — T
-4 -3 =2
) ) r—1 -4
Jm fw)= s T
_ ) r—1 -4
Jm )= s T o T
o Enx = -2, com en simplificar la funcio els factors (x+2) marzen, els limits

laterals coincidiran perque la funcio no hi presenta cap problema ara:

xr—1 -3
li = i =—=-3
Jim fla) = Tm o=
x—1 -3
1' p— P —
Jim flz) = lm o= =3



Albert Granados Corsellas CAPITOL 2. FUNCIONS

e Finalment, com el numerador s’anul-la en x = 1 pero el denominador no,

obtenim
rz—1 0
1' P— l. —_ - =
Jm f(r) = I =
lim f(x) I r—1 0 0
rz—1t =1t T + 3 4

b)
o Com els limits laterals en x = 3 no existeizn (el limit déna infinit), el limit
en x = 3 tampoc existeir. Fizeu-vos que, a més, no podem dir ni tan sols
que el limat sigui ni +00 ni —oo0.
e Com els limits laterals en x = —2 existeizen 1 coincideizen podem afirmar
que el limit quan x — —2 existeir 1 val

o Com els limits laterals en x = 1 existeixen i coincideizen, podem afirmar que
el limit quan x — 1 existeix 1 val

lim f(z) =0

z—1

c) En fer la grafica ens trobem que, aparentment, la funcid no presenta cap problema

enx =1 nix = —2, tot © que aquests dos valors no son del domini. En canvi,
en x = —3 ens trobem que la funcio fa un salt infinit, és a dir, t€ una asimptota
vertical en © = —3

Exercici 33: Pg. 219 n° 7.
Donada la funcio
flz) =z —4
trobeu-ne el domini i calculeu els limits quan v tendeir a 4=, 47 i 4.
Exercici 34: Pg. 219 n°8.
Trobeu el domini de la funcio

22— ,
— s1x <1
222 4 2x
f(x) =
it > 1
St x
2r —

i estudieu els limits quan x tendeiz a 0, 1, 1 3 (trobant, si cal, els limits laterals).
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Solucio.
Estudiem primer el domini tenint en compte els possibles problemes:

e (Cal assequrar-nos que la funcio estigui ben definida als punts on s’enganzen les
branques

e Caldra wvigilar amb els punts on s’anul-lin els denominadors i treure aquests
valors en cas que es trobin a la branca corresponent

En x =1 entrem per la primera branca. Per tant, en principi, la funcio no té cap
problema.
Mirem on s’anul-len els denominadors:

22+ 2 =0=2=0ix=—1
2 —2=0=—=2x=1

Els primers dos wvalors els haurem de treure, perque estan inclosos a la primera
branca. En canvi, x = 1 no caldra treure’l perque, per aquest valor, s’entra per la
primera branca. No obstant, caldra fer el limit quan x — 17, per saber quin és el
comportament de la funcié a prop de x = 1 (de fet, ens ho demana l’enunciat).
Resumint, el domini sera

D(f) =R\{0,-1}

Fem els limits:

e [En apropar-nos a x = 0, tant per l'esquerra com per la dreta, entrem per la
primer branca. Per aquest valor obtenim una indeterminacio del tipus % i per
tant caldra factoritzar i simplificar. Traient factor comi obtenim:

- x(x—1) x—1
207 + 2z 2(2x+2) 22+2
Com en la versio simplificada de la primera branca no presenta cap problema
en x = 0 no caldra fer limits laterals:
r—1 0—-1 1

six#0

i%f<x):i%2x+2: 2 2

o Fem ara el limit quan © — 1. En aquest cas, com es canvi de branca percisa-
ment en x = 1, caldra fer limits laterals, si o si:

xr—1
i = 1 =0
Jim f(z) = Tm oo
2 —1 0
li =1 = —
Jim f(z) = lm oo = o
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Com el limit per la dreta ens surt una indeterminacio, haurem de factoritzar
també la segona branca i simplificar:

21 1 1
T () (—1) oz + siztl

2v —2  2(z—1) 2

Per tant tindrem

1 1+1
lim f(z) = lim rel_ ity

z—1t z—1+ 2 2

o Finalment, estudiem el limit quan ©* — 3. Per aquest valor entrem per la
segona branca, i la funcio no presenta cap problemas:

1 3+1
limf(x):limx+ _ 2t
r—3 r—3 2 2

2

Fizem-nos que no cal fer limits laterals.

Exercici 35.
Calculeu els limits v — —3, x — —2 i x — 2 de la funcio

2 +6x+9
fla) = 3 4+ 22 — 6z
Solucio.
Com
lim f(z) =
r——3 o 0

caldra factoritzar. Trobant les arrels del numerador i denominador obtenim

(x +2)(x+3)

Jw) = x(x — 2)(z+3)
Per tant obtenim .
z11>n;13f(x) - 1_57

1 no depen de si ens apropem per la dreta o per l'esquera al —3.
D’altra banda tenim

lim f(z)= 0_ 0,

r——2 8
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1 tampoc depen dels limits laterals al —2.

Finalment tenim 4

Jimy /() = 5
No és una indeterminacio, pero haurem de mirar els limits laterals per saber si el
limit és o0 0 —o0 0 cap de les dues. En qualsevol cas, d’entrada ja sabem que el limit
no existira. Si mirem els signes de x(x — 2) a l'esquerra i dreta de 2 obtenim que

son negatiu i positiu, respectivament. Per tant tenim

S J(7) = G = +oe
4

]_. = —_——= —

a:l>12n* f(x) 0—- >

Per tant, el limit quan x — 2 no existeix perqueé els laterals no coincideixen i, a més,
aquests tampoc existeizen (perqué son +00).

Exercici 36: Indeterminacié del tipus %

Calculeu els segiient limits. Si és necessari, feu també els limits laterals.

. 2 —1
L e e

4 3 2
—3x°> =2
R —
x—0 xrc —x

o x> +4x 43
¢) im ————
e—-172%2 4+ 20 + 1

. T+ 2
d) zli>r£12 3 + 422 + 4z

Solucio.

a) Fem una primera inspeccio substituint x per 1, i obtenim

0
lim f(x) = = Indeterminacid
r—1 0
Per resoldre la indeterminacio factoritzem tant numerador com denominador per
simplificar. Per factoritzar trobem les arrels dels dos:
P —1=0=z==l1
2 —3r42=0=—=ax=1ir=2
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b)

Per tant, obtenim
=1 (z+1)(z—1) z+1
2 -3 +2 (z-2(z—1] z-2

Amb 'expressio simplificada podem tornar a fer el limit substituint de nou x per
1:

r+1 2
lim R R -2
z—=1x — 2 —1
Fizem-nos que no cal fer els limits laterals perqué tots dos donaran el mateix.

Fem el mateix:

lim f(z) = 2

r—0 0

Factortizem per resoldre la indeterminacio. Fizem-nos que podem treure factor
comu:

xt 4 323 — 22% = 22 (:1:2+3a:—2)
?—r=x(x—1)
Fizem-nos que no cal sequir factoritzant, perqué en simplificar x ja resoldrem la
interminacio:
z(z? + 3z — 2) 0

(12 —9
limf(x)zlimx(x i )zlim =—=0
x—0 x—0 Z(x — 1) x—0 €xr — ]_ —1

Altre cop tampoc caldra fer els limits laterals perque donaran el mateiz, 0.

St substituim x per —1 tornem a tenir una indeterminacio, per tant factoritzem.
Haurem de resoldre les seguients equacions per trobar-ne les arrels:

2 4+4r+3=0=—=ax=-3ir=—1
224+ 204+1=0= 2= —1 arrel doble

Per tant tindrem:

lim f(x) lim (z +3)lzA1) li v+ _

— = 11m -
z——1 z——1 (:L‘ + 1)2( z——1x 4+ 1

2
0

Ara la intederminacio l’hem resolt, pero ens queda un 0 al denominador, per
tant el limit sera +00 0 bé —o0, cosa que dependra dels limits laterals. Com el
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denoinador, x + 1, és una recta de pendent positiu, el canvi de signe en x = —1
sera de negatiu a positiu. Per tant tindrem.:

. 2
mgf_nlff(l')—o—_——oo
lim f(z) = = =+
x—ir—nl"" x_0+_ o0

0
d) Altre cop tenim una indeterminacio del tipus o Factoritzem per resoldre-la:

x3+4x2+4x:x(x2+4x+4)

2 +dr+4=0= =2 (arrel doble)

perque
 —4+V16-16
x = 5 =
Per tant, el denominador factoritzat sera:

-2 =2

2%+ 42 + 4o = z(z + 2)?

1 el limit sera:
1 1

lm — = lim —
z——2 :E($ + 2)2( T——2 x(:p + 2) 0

Altre cop hem resolt la indeterminacid, pero caldra fer els limits laterals perque el

denominador sequrament canviara de signe en x = —2. FEl denominador és una
parabola convera (mira amunt), i talla en © = 0 i x = —2. Per tant, el canvi de
signe en x = —2 sera de positiu a negatiu:
l‘(:l: + 2) + 0fo~ B 00" +
—2 0

Per tant els limits laterals quedaran:

) 1
Jm Jle) =G = e
1
lim f(r)=— =—-00

z——21
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Exercici 37.
Considereu la funcio

22 —x—2
1 st <1
> 1]
s 13 st x>

a) Trobeu-ne el domini
b) Trobeu-ne el nucli

¢) Calculeu els limits

lim f(z) lim f(z)

z——1" z——1+
li li
S i @)
li li
g S i 1@

Solucio.

a) Per trobar el domini mirem
(a) Punts de canvi de branca. En x = 1 la funcid canvia de branca, i aquest
valor esta inclos a la seqgona. Per tant, per ara, 1 és del domini.
(b) Punts on s’anul-len els denominadors.
El denominador de la primera branca s’anul-la quan

r+1=0=2=-1

Com x = —1 esta inclos al rang de la primera branca (—1 < 1), el valor
x = —1 lhaurem de treure del domini. Per tant, per ara tenim —1 ¢ D(f).
El denominador de la segona branca s’anul-la quan

2 —4dr+3=0=2c=1ix=3

Com tots dos valor estan inclosos al rang de la segona branca tots dos també
els haurem de treure del domina.
Aixi el domini quedara:

D(f) :R\{_LLB}
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O alternativament

D(f) = (—o0,—1)U(—=1,3)U(3,00)

b) Per trobar el nucli ens preqguntem qua la funcio val 0. Aizo ens dona dues opcions,
una per a cada branca.

e Mirem la primera:

2

—x—2
l:0:>x2—x—2202>x:2ix:—1
z+1

Pero cap dels dos valor els haurem de descartar perque

- —1¢ D(f)
— FEl valor x = 2 no esta inclos al rang del la primera branca, l’haurem de
descartar.

Per tant, per ara, el nucli és buit.
o Mirem la segona branca:

x?—1

= 0=~ 1=0= = =1
2 —4x+3 * o

Ara bé, altre cop tots dos valors els haurem de descartar perqué

e 1¢D(f)
e —1 no esta inclos al rang de la segona branca perque no compleix que
-1>1

Per tant, el nucli és buit:

Nuc(f) = 0

c) Ens demana fer els limits justament en els punts que no son del domini per saber-
ne el comportament a prop d’aquests punts (comportament local).

e Enx = —1 entrem per la primera branca, tant per la dreta com per ’esquerra.
Per tant, fem una primera inspeccio subsituint x = —1 1 tenim
2
—xz—2 0
lim f(x) = lim ——— = — Indeterminacio
rz——1 rz——1 T + 1 0
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Per resoldre la indeterminacio haurem de factoritzar trobant les arrels del
numerador (el denominador no es pot reduir):

—r—-2=0=—=2x=2ir=—1

Per tant ens quedara:

lim f(x)= lim (v = 2>M: lim z —2=-3
r——1 r——1 r+T r——1

e Fnx =1 hitemim un canvi de branca. Per tant, haurem de distingir entre
esquerra i dreta fent els limits laterals.
Per ’esquerra entrem per la primera branca:

2 g9 2
lim f(z) = lim S
r—1— r—1— T + 1 2

I per la dreta entrem per la segona branca:

2
r*—1 0
lim f(x)= lim ——— = — Indeterminacio
a1+ f(z) a—1t 2?2 —4r+3 0
. : L . 0
En aquest cas tenim una indeterminacio del tipus —, que haurem de resoldre

factoritzant. Trobem les arrels del numerador i denominador:

2 —1=0= 2z =+1
2 —4dr+3=0=zx=1ix=3

Aixi quedara

lim f(z)= lim (x4 Dle—1 li vl :i:—l

w1+ o1t (p—T)(x —3) oolt T — 3 —2

o [inalment, en x = 3 entrem per la segona branca, tant per la dreta com
per la segona. Fizem-nos que podem fer servir la versio simplificada de la
funcio, cosa que ens facilitara els calculs:

) =T 0

Caldra fer els limits laterals per estudiar el canvi de signe del denominador.
El denominador, x — 3, és una recta amb pendent positiu i, per tant, el canvi
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de signe en x = 3 es produeix passant de ser negaliu a positiu. Per tant

tenim:
4
1. = — = —
i f(r) = = = o
; 4
g ) = = oo
Exercici 38.
Considereu la funcio
_x'_ 1 st <2
x
flx) = z—2
PR st x> 2
a) Trobeu-ne el domini
b) Trobeu-ne el nucli
c¢) Calculeu els limits
li li
A S I, @)
li li
S i )
li li
S @) I, )

Solucié.

@)

e Primer mirem que x = 2 esitigui inclos en algun dels rangs on estan definides
les dues branques. Ok perqué

2 2

I =577=3

o Mirem alla on les branques tinguin problemes:

— El denominador de la primera branca s’anul-la quan x = —1. Com —1
compleiz que —1 < 2, aquest valor l'haurem de treure del domini de f.
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— FEl denominador de la seqgona branca s’anul-la quan x = —2 o bé x = 2.
Cap dels dos valor compleix la condicio x > 2, per tant, cap dels dos els
haurem de treure. De fet, tindrem:

-2
f=2)= 5 =2
2
f(2) = 3
Aixt, el domini quedara:
D(f) = R\{-1}

b) Per trobar el nucli igualem les dues branques a 0, i després comprovem que els
valors trobats esituin dins el rang.

e La primera branca:

L —0=2=0
r+1
Com 0 <2, 0 € Nuc(f).
e De la segona branca traiem
T —2
$2_4:0:>a::2

Per com que 2 £ 2 aleshores x = 2 no sera del nucli: 2 ¢ Nuc(f).
Aixi,
Nuc(f) = {0}
c) Fem ara els limits:

e En x = —1 entrem per la primera branca, © per tant tenim

. . T —1

Caldra doncs fer els limits laterals i estudiar el canvi de signe del denomi-
nador. Com x + 1 és una recta de pendent positiu, passa de ser negatiu a

l’esquerra de x = —1 a positiu a la dreta. Per tant tindrem.:
I - =
Am_ f@) = 5= = e
I -1
Jm, o) = 5o = —oe
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e En x =2 caldra fer els limits laterals, perqué canviem de branca. Aixi:

€T 2

li = 1 = —
Jim f(z) = lim = =3
. . xr — 2 0
a:liglJf f(:[;) n :vliglJf x?—4 B 6

0
Per la dreta tenim una indeterminacio del tipus —; caldra doncs factoritzar

v simplificar. Com ja hem trobat les arrels del denominador abans, obtenim:

r— 2 r—72 1

2—4 (2—2(x+2) x+2

Torne a fer el limit fent servir la versio simplificada:

1

1i = li
Jim fz) = lm =

e Finalment fem el limit en © — —2. En aquest cas entrem per la primer
branca i obtenim:

. ) x —2
1 ja esta, no cal fer els laterals.
2.4 Continuitat
Exercici 39.
Considereu la funcio
22+ 22+ 1
5 st < —1
s —1
fz) =
r—2
stx > —1
24+2x—6

a) Trobeu el domini de f

b) Feu un llistat dels punts on la funcio pugui presentar alguna discontinuitat
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c) Estudieu la continuitat de la funcid en aquests punts tot indicant els tipus de
discontinuitats

Solucio.

a) Els possibles problemes son: denominadors que s’anul-len i que la funcio estigui
ben definida al canvi de branca.

e De la primera branca tenim:
P —1=0= =4I,
pero cap dels dos valors esta inclos alla on la branca esta definida. Per tant,

per ara, aquests valors no s’han de treure.
e De la segona branca tenim
PH+r—6=0=z=-3ir=2
El primer valor no esta inclos alla on esta definida la branca, pero el seqgon
st. Per tant aquest 'haurem de treure.
e Pel que fa cal canvi de branca en x = 1, s’entra per la seqgona branca, 1

aquesta no hi té cap problema, per tant aquest valor no caldra treure’l.

Resumint, el domini sera

D(f) = R\ {2}

b) Els possibles problemes que pot presentar la funcid son, d’entrada, els punts que
no son del domini, on la funcio sera discontinua sequr. Pero a més a més haurem
de veure que fa la funcio en x = —1 ja que es canvia de branca i la funcio podria
fer un salt.

c)
e Fent el limit en x = 2 obtenim

—2
lim f(x) = lim —— = _Y

z—2 2124+ —6 0’
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1 obtenim una indeterminacio. Com temim les arrels del denominador, fac-
toritzem 1 simplifiguem.:

x—2 r—72 1

2+z—-6 (—2J(x+3) x+3

Si fem ara el limit tindrem

. . 1 1

alcl—%f(x) _algl—%x—i—S "5
No caldra fer limits laterals ja el limit no depen de si ens apropem a 2 per
una banda o per Ualtra. Per tant, com x = 2 no és del domini pero els
limats laterals existeizen 1 coincideixen tindrem una discontinuitat evitable
en x = 2.

e Fn x = —1 tenim un canvi de branca, per tant caldra fer limits laterals
perque la funcio es comporta de maneres diferents seqgons si ens hi apropem
per una banda o per ['altra:

242 1 0
lim f(z)= lim vl 0 Indeterminacio
rz——1" rz——1" 2 —1 0

Factoritzant obtenim

. . (z+1)2
| = 1
Jm o fle) = m e e o
) z+1 0
= lim = — =
z—=—1-x — 1 —2

0

Per fer el limit per la dreta podem fer servir la versio simplificada per facilitar

els calculs:
1 1

lim f(z) =

11m =
r——11 z—=—1+tx+ 3 2

Com els limits laterals existeixen pero son diferents, tindrem una disconti-
nuitat de salt en v = —1.

Exercici 40: Pg. 222 n° 11.
Estudiar la continuitat de la funcio
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Solucio.
Clarament, el domini d’aquesta funcio és

D(f) = R\{1, -1},

ja que 1 —x* = 0 < x = £1. Per tant la funcidé no serd continua ni en v = —1 ni
en x = 1. Vegem quin tipus de discontinuitats seran. Haurem d’estudiar els limits
5
lim f(x)
z—1
Pel primer tenim
—12
li = —

caldra veure els limits laterals, perque el denominador podria ser 0F 0 0~. Com el

denominador s’anulla només en x =1 1+ x = —1, donant valor trobem:
l—2'<0siz<—1
l—2'>0si —1l<a<l1
l-a2'<0siz>1

Per tant els limits laterals quedaran

~12

li —
Am_ o) = G = oo
—12
1' = — = —
17—11—111Jr f(flf) 0+ oo

1 la discontinuitat sera del tipus asimptotic.
Pel que fa a x =1, tenim

_ 0

lim f(z) = 5,

1 caldra factoritzar per veure que dona aquest limit. Si trobem les arrels del denomi-
nador tindrem —2x? +6x —4 = —2(2* —3x+2) = —2(x — 1)(x —2). I si factoritzem
el denominador tindrem

l—2t=—@*'-1)=—-@*+1D@E@*-1) = -+ 1)(z—1)(z+1).
Per tant el limit quedara

lim f(x) = —2z—T)(z —2) = lim 2z —2) = _—2 = —1
21 T (@24 DD+ 1@+ D(x+1) 4 2

78




INS Pere Vives i Vich - VIVES
Departament de matematiques l

Per tant, com el limit existeix (els laterals son iguals!) pero f(1) no existeiz, la
discontinuitat sera del tipus evitable.

Nota: Fixem-nos que, per tal de factoritzar correctament, €s convenient escriure
primer el polinomi de manera que el coeficient de grau més alt sigui 1, ja sigui
canviant el signe al polinomi, traient factor comi o les dues coses si cal.

Exercici 41: Pg. 222 n°12.
Estudiar la continuitat de la funcio

20 +1six<—1

3
f(z) = x;ﬁ; st —1l<ax<1
z x> 1
St T
xr — 2

Solucio.
El domini d’aquesta funcio és

D(f) = R\{0,2}.

Ja sabem per tant que la funcio no sera continua en x =0 ni en x = 2. D’una banda
caldra estudiar els limits en aquests punts per saber de quin tipus de discontinuitat es
tracta. De [altra, caldra veure també si la funcio “enganza bé” alla la funcié canvia
de branca. Comencem per x = 0:

lim f(z)=—=+00
z—0F f( ) Oj: ’
1 la discontinuitat sera del tipus astmptotica.

Per altre limit tenim

i, £ = g = 400

1 la discontinuitat també és asimptotica.
Finalment mirem els punts on la funcio canvia de branca:

lim f(z)=—-2+41= —1 (entrem per la primera branca)
T——1"
—1+3 2
lim f(z) = o = —1 (entrem per la segona branca).

r——1t —2 —_2

Com els limits laterals coincideizen (tots dos valen —1) i coincideizen amb f(—1) =
—1, la funcio és continua en x = —1.
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Vegem ara que passa a v = 1:

143

lim f(x)= = 2 (entrem per la segona branca)
T—1—

1
lim f(z) = —— = —1 (entrem per la tercera branca).
z—1+ 1—-2

Ara els limits laterals no coincideizen pero tots dos existeizen. Per tant f(x) tindra
una discontinuitat del tipus salt en x = 1.

Exercici 42: Pagina 227 n° 14.
Justificar que la funcio
2 st <1
flx)=4 z+3
2
té una discontinuitat evitable en x = 1. Com es pot evitar la discontinuitat?

stx > 1

Solucio.
S1 calculem els limits laterals tenim

lim f(z)=2
r—1—
T+ 3 4
li =1 = - =2,
Jim f(z) = lim ——= =3

FEls limits laterals existeizen i coincideizen. No obstant, f(1) no existeir perque no
hi esta definida (v = 1 no esta inclos al domini de cap de les branques). Per tant,
la discontinuitat és evitable (la funcid té un “forat” en x = 1). Per tal d’evitar-
la, només cal incloure © = 1 en algun dels dominis. Com tots dos limits laterals
coincideizen, aquest punt es pot incloure tant a la primera branca com a la segona.
Exercici 43: Pagina 228 n° 19.

Trobar el domini i estudiar la continuitat de la funcio

(22 + 3z +1 .
— sz < —1
T+ 2
2
—1
flay=412 si—1<z<1
r—1
1
T stx>1
\2—1'

Estudieu també les asimptotes horitzontals i obligies.
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Solucio.

La primera branca té un problema en x = —2 (s’anulla el denominador), i esta inclos
alla on la branca esta definida. La segona branca té un denominador que s’anulla en
x =1, pero aquest no esta inclos alla on la branca esta definida, per tant el podem
ignorar (per ara!). A la tecera branca el denominador s’anulla a x = 2, que altre
cop també esta inclos alla on la branca esta definida. Per tant, el domini de la funcio
sera:

D(f) = R\{-2,2}.

Pel que fa a la continuitat, no només haurem d’estudiar els limits laterals en aquests
punts sino alla on les branques s’enganzen: v = —1 i x = 1. Comencem pels punts
que no son del domini:

e +3r+1 1

li = —— = — =4
Jm, f@) = lim, — s T
r+1 3
li =l =— = )
BRI = i S =T
Per tant, la funcio és discontinua en x = —2 i x = 2, no hi té dues asimptotes
verticals.
Mirem ara els punts on les branques s’enganxen.
243 1 -1
lim f(z)= lim ﬂ:—:—l
T——1" r——1" T+ 2 1
21 0
lim f(z)= lim ‘ =—=0

z——11 z——1t ©x — 1 —2

Com els limits laterals existeixzen pero son diferents, la funcio té una discontinuitat

de tipus salt en x = —1. Muirem [altre punt:
-1 0
li = li ==
S d) =y =g

que €és una indeterminacio. Factoritzant trobem

=1 (4 1) (a—1)

_ = 1 — 2.
T — 1 M T+ r—1—
Per la dreta trobem: 11
T
li =1 = 2.
Jim, flw) = lim 5—
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Com els limits laterals existeizen i son iguals a f(2) = 2, la funcié també és continua
en = 2.
Pel que fa a les asimptotes horitzontal i obligiies, veiem que:

x+1_

lim f(x)= lim —1
T—>+00 f( ) z—+00 2 — I ’
1 per tant la funcio té una asimptota horitzontal per la dreta: y = —1. Per tant

d’obliques per la dreta no en té. Veiem per l’esquerra:

2
1
lim f(z)= lim rosetl

T—>—00 T—>—00 x+ 2

Podria ser que tingies una asimptota obliqua y = mx + n per 'esquerra. De fet és
molt probable, perqué el numerador té un grau més que el donominador. Calculem
m: 2, 5 .
o lim f(x):x + 3z + _1
z——00 I x? 4 2x

Trobem ara n:

243 1
n= lim f(z)—mz= lim rAorT L

r =00 — OQ.
T——00 T——00 x+2

Com és una indeterminacio del tipus oo — oo, només cal que fem la resta:

2 +3r+1 2 +3z+1—a(x+2) x+1
_ = =— —o01l=n.
T+ 2 x+2 x+2 —

Per tant, la funcio té una asimptota obliqua per ’esquerra: y = x + 1.

Exercici 44: Bolzano.
D’una funcio sabem que

f(1) =2
f(2)=5
a) Raoneu qué hauria de complir la funcié f per tal de garantir que l’equacio
flz) =3

té alguna solucio entre x =1 i x = 2.

b) Doneu un exemple de funcié que compleizi les condicions de l'enunciat pero que
en canvi no valgui mai 3.
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Exercici 45.
Estudieu la continuitat de la funcio

3
5 5 stx <3
—z
f(LU): $2—9
st >3
r—3

Solucié.

1. Primer comprovem si la funcio esta definida en els canvis de branca. Ok
2. Trobem els punts on s’anul-len els denominadors de les branques:

e la branca: 9 — 2> = 0 = x = £3. Només haurem de descartar —3 del
domini, perque x = 3 no compleir la condicio x < 3.

e 2a branca: v —3 = 0 = x = 3. L’haurem de descartar, perque si que
compleiz la condicio x > 3.

Per tant:
D(f) =R\ {-3,3}

3. Fem [’estudi local als punts que no son del domini:

o Fnx=—3. Fem el limit:
: . 3 3
Tindrem una discontinuitat asimptotica en x = —3. Cal fer els limits
laterals per veure el comportament a prop de l’asimptota. Estudiem doncs
el canvi de signe del denominador en © = —3:
2 _ _
99—z — 050" + 0t~ )
-3 3
Per tant:
lim f(z) = >
im f(r)=—=-00
r——3~ 0~
lim f(x)= S +o0
z——31 N 0+ N
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En x = 3. En aquest cas haurem de distingir entre dreta i esquerra, perque
a més a més tenim un canvi de branca en x = 3. Per tant

: : 3 3
A A
-9 0
lim f(z)= lim ‘ = — Indeterminacio
z—3+ z—3+t T — 0

Com un dels dos limits laterals ha sortir oo, ja podem dir que tenim una
discontinuitat asimptotitca.

No obstant, per completar [’estudi, cal resoldre la indeterminacio del limat
per la dreta, factoritzant © simplificant:

- 9=0=1r=43=2"-9= (v +3)(r—3)

Per tant tindrem:

> =9  (x+3)(z—3)
r—3 r—3

=rx+3six#3

1 el limit quedara:
lim f(z)= lim x+3=6

r—31 r—31

Exercici 46: Pg. 228 n° 18.
Trobar el domini i estudiar la continuitat de les funcions:

a) fz) =
b) f(x) =

c) f(x) =

Solucié.

x+3
—x
3r — 15
2 — 5z

3 + 22

— 12

a) Clarament tenim:

D(f) = R\{0}
Per estudiar la continuitat fem el limit:
) 3
i f@) =5
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La discontinuitat sera asimptotica, pero per acabar ’estudi cal fer els limits late-
rals. Estudiem el canvi de signe del denominador. Com és una recta de pendent
negatiu, el denominador passar de ser negatiu a positiu:

—r — + -
0.0
-1 0 1
Per tant quedara:
lim f(x) = > =+
im f(r)=— =400
z—0~ 0+
I (z) 3
im f(r)=—=—-00
z—0F

b) El domini de la funcio és

D(f) = R\{0,5}

Estudiem el comportament local de la funcio als dos punts que no son del domini:

o Fnx=0. Fent el limit

. —15
i fr) = =5~

La funcio tindra un discontinuitat asimptotica en x = 0. Per acabar-ne [’es-
tudi caldra fer els limits laterals estudiant el canvi de signe del domininador:

22— bhr —» +0, - _ .+

o -O+

Per tant els limits laterals quedaran:

Jm J(@) = G = o
) —15

e Fnx=>5. Comencem fent el limait:
. 0 o
lim f(x) = = Indeterminacio
r—5 0
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Per resoldre la indeterminacio, factoritzem numerador i denominador per
tal de simplificar:

3r —15=3(z —b)

r? —5x = x(r —5)

Per tant, la funcio es podra simplificar:

S LR o) S U
22 —bx  x(r—>H)

Per tant, fent servir la versio simplificada, el limit quedara:

) .3 3
lim f(x) = Iim = =

Per tant, la funcio tindra una discontinuitat evitable en x = 5.

c) A simple vista ja es veu que la funcid es pot simplificar. No obstant, tal com esta
escrita, el seu domini és

D(f) =R\ {0}
Per tant, al funcio no sera continua en x = 0.

Si la simplifiquem, traient factor coma, la funcio quedara:

3 2 1 1
rtz :’Z/Z(x—'— ) _z+ =—x—1six#0

—x2 —,Z/Z o -1

Aixt, estudiant el comportament local en x = 0, tindrem:

lim f(z) =lim -2 — 1= -1

x—0 z—0

Com el limit existeix (els laterals coincideizen), la discontinuitat serd evitable.

Exercici 47: Pg. 228 n°24.
Considereu la funcio de la figura

86



INS Pere Vives i Vich M
Departament de matematiques "

a) Trobeu-ne el domini

b) Trobeu els limits quan x tendeiz a —oco, 400, oo, —17, =17, —1, 17,17, 1, 3F,
37,3,5,5" 45,

¢) Descriviu-ne les discontinuitats, justificant la resposta.

Solucié.

a) L’inic valor pel qual la funcid no retorna cap valor és x = 1. Per tant:
D(f) =R\ {1}

b) Els limits quedaran:

r——00 a:—%—l—oo T—00

Mim f(z)=-1 lim f(z)=-1 lm f(z)=-1
lim f(z) =400 lim f(z) =400 lim f(z) =400
wﬁl— xﬁﬁ x‘—>1

T @) =2 i fa) =1 i ()

c) En vista dels resultats anteriors, podem concloure:

e Com f(—=17) = f(=17) = f(=1) = —1 la funcid serd continua en x = —1

e Com lim, , f(x) = +o0, la funcid té una discontinuitat asimptotica en x =
1.
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o Com lim, ,3- f(z) # lim, ,3+ f(x) @ tots dos ezisteizen (cap d’ells és 00), la
funcio tindra una discontinuitat de salt en x = 3.

e Com f(57) = f(5") =3 +# f(5), la funcid té una discontinuitat evitable en
T =0.

Exercici 48.
Estudieu la continuitat de la funcio

2 —2r+1

fla)={ @1
dr + 5 st >1

st <1

Exercici 49.

Escriviu en les vostres propies paraules el significat dels segiients concepte. Digueu
st alguns d’ells coincideixen sempre, quins coincideixen sota algunes condicions i que
es pot dir de la funcid f en x =1 en aquestes condicions:

o) lim f(z) @) lim f(z)
b) F(1) e) F(17)
) limy f(x) 7) £(17)

Exercici 50.
Estudieu la continuitat de la funcio

Vo six <4
fle)=4¢6

— stx >4

T

Solucio.

Pel que fa a la continuitat, la primera branca no té cap problema (malgrat el seu
domini no inclogui els nombres negatius), i la segona falla quan x = 0, que esta
fora del seu domini de definicio, ja que 0 < 4. Per tant, només cal mirar els limits
laterals alla on s’enganxen les dues branques:

lim f(x)=2
r—4—
6 3
li = - = —,
Jim fl#)=7=73

Com els limits no coincideizen la funcié no és continua en x = 4. La discontinuitat
sera del tipus salt, ja que tots dos limits laterals existeizen, pero son diferents.
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Exercici 51.
Estudieu la continuitat de la funcio

NG stx <4
flz) =

6
—+b siz>4
xr

en funcio del parametre b.

Solucio.
La funcio no té cap problema fora del x = 4, que és on s’enganzen les branques. Fent
els limits laterals trobem

lim f(z)=2
r—4—
6 3
i = - = — )
mgﬁf(x) 4+b 2+b

Per tal que la funcio sigui continua, aquests dos limits han de coincidir:

3
2="C 41
2 Y

N |—=

d’on b = Fizem-nos que també tenim que els limits coincideizen amb la imatge
de la funcid en aquell punt, que ve donada per la primera branca f(4) = 2.

Exercici 52.
Estudieu la continuitat de les segiients funcions en els punts de canvi de branca

a)

_ r—1 six<4
J(x) = N stx >4

b)

T
— six#0
fx) =1 Il
0 six=0

fa) gx—ll st x# 1
) =

3 stx =1
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d)

f(a:):{x stx < —1

224+2 siz>—1

2r—1 six <1
flz)y=<1 sil<xz<3
2 —7 si3<z

Solucio.
En tots els casos cal fer limits laterals i veure si coincideizen o no.

a)

b)

lim f(x)=3
T4~
2

lim f(x)

z—4t

Discontinuitat de salt perqué els limits existeizen pero son diferents.

Aqui cal fer servir que la funcio “valor absolut” canvia el signe si x < 0:

lim f(z) = lim Lo
r—0~ z—0- —XT

x
li = lim — =1
Jm fle) = lim 2

I és una discontinuitat de salt. Fizeu-vos que tant per la dreta com per [’esquerra
del x = 0 s’entra per la primera branca. A més, fiveu-vos que que la funcio estigui
definida a part en el O és irrellevant.

111{17 flz) =-2
lir{{r f(z) = -2

Tots dos limits laterals coincideizen, pero la funcio és discontinua perque el seu
valor no coincideiz amb el valor de la funcio en x = 1, f(1) = 3. Per tant, té
una discontinuitat evitable en r = 1.
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d)

lim f(x)=-1
r——1"

li =3
A, f@)

La funcio té una discontinuitat de salt en x = —1.
¢)

lim f(z)= -1
z—1—

li =1
i, f@)

La funcio té una discontinuitat de salt en x = 1.

lim f(z) =1
T3~
li =3 -7=2

La funcio té una discontinuitat de salt en x = 3.

2.5 Asimptotes

Considereu les funcions seguents

r—2 7x3—3m2—|—2x

f(x):x—i—?) 9(z) x2—5r+6

a) Estudieu (fent els limits laterals, si cal) el comportament local de la funcid als
punts que no son del domini de les funcions

b) Feu els limits quan © — +00 i quan T — —00.

c¢) Digueu quines son les asimptotes de les funcions, tant verticals com horitzontals
(si en tenen)

Solucio.
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a) Els dominis son

D(f) =R\{=3}  D(g9) =R\ {2,3}

e Ll denominador de f passa de ser negatiu a positiv en x = —3, per tant

lim fx)= "=+
im f(r)=— =+

r——3" 0-
lim f(z) = —
im f(r)=—=-00

z——31 0+

La funcio f presenta una discontinuitat asimptotica en r = —3.

o Com el numerador de g també s’anul-la en x = 2, factoritzem i simplifiquem
abans de fer els limits

(2) r(r—2)(x—1) =xz(z-—1)

€T = =

J =2z —3)  2-3

Fizem-nos que la versio simplificada no presenta cap problema en x = 2, i
el denominador passar de ser negatiu a positiu en x = 3. Per tant tindrem:

, 2(2—1)
lmgle) = =5~ =2

g gle) = - = oo
6
0+

lim g(z) = — = +o0

r—31

La funcio g tindra una discontinuitat evitable en x = 2, perqué

li = lim = -2

ot =,

pero en canvi g(2) no existeir perque 2 ¢ D(g).

La funcio g presenta una discontinuitat asimptotica en x = 3.

b) En fer el limits a linfinit hem de mirar els graus. De la funcié f son iguals,
per tant els limits seran el quocient de coeficients. En canvi a la funcio g el grau
del numerador és més alt que el denominador, i per tant sortira oo. Pero alerta
en fer x — oo perqué el numerador sera negatiu (grau senar) i el denominador
positiu (grau parell).
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Resumint, tindrem.:

S S =1

lim f(z)=1
T—r—00

lim g(z) =400
r——+00

lim g(z) = —o0

c) Pel que fa a les asimptotes:

e Verticals. Son de la forma x = a i es produeixen ens discontinuitats del tipus
asimptotic, que un denominador s’anul-la © el numerador no. Aizo ens passa
en

fi—x=-3

g:—r =3

e Pel que fa a les horitzontals, son de la forma y = a. Venen donades pel
comportament a linfinit i, per tant, poden ser per l’esquerra o per la dreta.
La funcio g no en té, perqué en fer x — +oo la funcio no esta fitada. Pero
en canvi la funcio f si que en té:

f =y =1 (per lesquerra i per la dreta)
g :— no en té

2.6 Continuitat amb parametres

Considereu la funcio

2 +kxr+3 .
— six <1
2 — 32+ 2
f(z) =
2 3
Tt stx>1
T

on k € R és parametre. Trobeu
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a) El domini de f

b) Els valors de k pels quals la funcio té una discontinuitat de salt

¢) Els valors de k pels quals la funcid té una discontinuitat de asimptotica
d) Ezisteix algun valor pel qual la funcid sigui continua?

e) Trobeu, si n’hi ha, totes les asimptotes, tant verticals com horitzontals.

Solucié.

a)

e FEl denominador de la primera branca s’anul-la en x =1 i x = 2, pero tots
dos valors entre per la segona branca.

e Fl denominador de la segona branca s’anul-la en x = 0, pero per aquest valor
s’entra per la primera branca.

e Fl canvi de branca, x = 1, esta ben definit, ja que s’entra per la segona
branca i alla no hi té cap problema.

Per tant, el domini queda
D(f)=R

b) Com el domini de la funcié son tots el reals, "inica opcio per tal de tenir una
discontinuitat €s que aquesta es produeixi alla on es canvia de branca. Fem els
limits laterals:

r—1— r—1- 12 — 3+ 2 ot (0ha
20+ 3

li =1 =5

Jim, f(z) = lim —

Per tal que la funcio tingui una discontinuitat de salt, necessitem que el numerador
del limit per lesquerra s’anul-li en fer el limit, perqué en cas contrari el limit sera
+00 0 —o0. Per tant, necessitem

k+4=0=k=—4
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Escollint k = —4, el limit per ’esquerra dona una indeterminacio, caldra facto-
ritzar i simplificar. Buscant les arrels del numerador obtenim.:

> —4x+3  (z-3)(z—1) z-3
2 -3rx+2 [(r—t)(x—-2) x-2

Per tant, en fer el limit per l’esquerra obtenim

, . or—3 =2
Ji Sy = Jm o = o =
Per tant, recapitulant, si k = —4 ens queda
2= Tim f(r) # lim f(x) =5
Per tant, si k = —4, la funcio té una discontinuitat de salt en x = 1.

c) En cas que k # —4, en fer el limit x — 17, el numerador no s’anul-la i, per tant,
la funcio tindra una discontinuitat asimptotica. Fizem-nos que segons si k < —4
o k > —4 el numerador tindra diferent signe en x = —1. Per tant, els limits
laterals donaran + o —oo segons si k < —4 o k > —4.

d) La funcidé no és mai continua, perque l"inica opcié que tenim perqué no hi hagi una
asimptota és que k = —4, pero en aquest cas els limits laterals no coincideizen.

¢)
o Si k # —4, hi ha asimptota vertical en x = 1.
e Pel que fa a les horitzontals, fem:
2> +kr+3
li = lim —— =

2
lim f(z) = lim v

T——400 Tr—400 €T

2

Per tant tenim dues asimptotes horitzontals:

y=1 per l'esquerra

y=2 per la dreta
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Considereu la funcio
x+k

f(x) = v

202 —3 six>—1

stx < —1

a) Trobeu-ne el domini
b) Trobeu, si ezisteiz, el valor de k pel qual la funcid és continua en x = —1.

¢) Pels valors de k pels quals la funcid no és continua en © = —1, digueu de quin
tipus de discontinuitat es tracta.

d) Feu els limits laterals en v = 0. Digueu si és continua o no en x = 0, indicant de
quin tipus de discontinuitat es tracta en cas que no ho sigui.

e) Trobeu les asimptotes verticals i hortitzontals, si és que n’hi ha.

Solucio.

a)

e FEl denominador de la primera branca s’anul-la en x = 0, pero aquest valor
entra per la segona branca.

e Al canvi de branca, x = —1, s’entra per la segona branca, i no hi té cap
problema.
Per tant:
D(f)=R

b) Fizem-nos que el fet que el domini siguin tots els nombres reals no implica que
la funcio sigui continua, ja que aquesta podria fer un salt en v = —1 si les dues
branques “no enganzen bé”. Per tal que enganzin bé necessitem que els limits
laterals valguin el mateiz:

k
lim f(x)= lim v =1—-k
z——1" r——1" xr
li = lim 22° -3 = -1
A, S = L, 2

Per tant, f sera continua si

1l—-k=—-1—k=2
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¢) En x =0 la funcié no presenta cap problema, ja s’entra per la segona branca, i
obtenim
li =lim2z* -3 = —
pp /) = e~ 3=

Com x = 0 és del domini i els limits laterals existeizen i donen el mateix que
f(0), la funcid sera continua en x = 0.

d) La funcid no té asimptotes verticals. Pel que fa a les horitzontals tenim

k
lim f(x)= lim rEE
T——00 r——00 I
. . . 2 _ 9 _

Per tant, la funcio tindra una asimptota horitzontal per l'esquerra que sera la

recta

2.7 Exponencials i logaritmes

Exercici 56.

Calculeu:

a) log,4 = e) log, <\ﬁ> =

b) log;9 =

c) log, 32 = f) logs V81 =

d) log 1000 = g) log (logs 125) =

Exercici 57.
Resoleu les equacions

a) logz +log20 =3

b) log(x +1) =log(z — 1)+ 3
c) 2logx —log(z+6) =0

d) log(zx+1) —logz =1

e) 2logx —log(z —6) =0
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Solucio.

1000

a) 3 =logx +1og 20 = log (202) = 10® = 20z Per tant x = =0 = 50

1
b) 10g(x—|—1):log(:zc—l)+3:log(x—i—l)—log(m—l):3:10g($+ ) =

r—1
r+1 3 3 3 3
3 = 1:10 —r+1=10z—-1) = z+1 =10z — 10° = 1001 =
x‘_
1001
9991 = | = ——
T 999

La datacio de restes arqueologiques es pot fer a partir de la quantitat de carboni 1/
que contenen. La quantitat residual de Carboni 14 que trobem al fossil sequeix la llei
exponencial

f(t) = 9(75)%2_5715W
on qo €s la quantitat inicial de Carboni que contenia el fossil quan era viu, q €s la
quantitat de que trobem al fossil i t el temps en anys.

a) Escriviu la funcio que es fa servir per datar restes arqueologiques.

b) Quina és 'edat d’una momia si la quantitat de carbonia que presenta és la meitat
de la que tindria si la persona fos viva?

Solucié.
Només cal aillar t:
q e q t
0« — 27500 —> log2 (qo) = 500
—5700
=t = —5700log, (2> =t = log, (2>
qo0 qo

0 5700
— t = log, (—0)
q

Per tal que la quantitat de carboni sigui la meitat que quan la persona era viva

necessitem:

q:0.5q0:>@:2
q

Per tant, 'edat de la momia sera:

t =log, (2)°™ = 5700 anys
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Trigonometria

Continguts

Exercici: 61 . . . . . e e 101

a) Si tan (o) = —}1 1 90° < a < 180°, calculeu, sense trobar el valor d’e, el valor
exacte de sin(a), cos (a), cos (2a) i cos(180° — «)

b) Trobeu una formula per tan (o + ), @ feu-la servir per trobar tan(75°) sense fer
servir la calculadora (és adir, només fent servir 30°, 45° i 60° ). Doneu el resultat
com a decimal i en forma exacta (amb arrels).
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Solucio.

a) Com l’angle es troba al segon quadrant tindrem sina > 0 i cosa < 0. Per tal de
trobar els valors hem de resoldre el sistema

sin «v 1

cosa 4
sin?(a) + cos?(a) = 1

Elevant al quadrat la primera equacid i aillant sin®(«) de la segona trobem i subs-
tituint trobem
1—cos*(a) 1

cos?(0) 16

Ailant cos®(a) trobem

16 4 417

cos?*(a) = — = cos(a) = & ==+

V17 17

Recordant que [’angle es troba al segon quadrant, la solucio correcte sera

_4\/ﬁ
17

cos(a) =

De la segona equacio trobem el sinus:

4217 17P— 4177
172 172

sin?(a) = 1 — cos?(a) = 1 —
(716017 1

172 T

1 1
sin(a) = %4/ = ig

Recordant que l’angle es troba al segona quadrant, la solucié correcte sera la po-

sitiva:
V1T
17

sin(a) =
Exercici 60: Pg. 71 n° 15.

Sabent que cos(a) = 0.8 amb 0 < o < 90 i que sin(f) = 0.6 amb 90 < g < 180,
calculeu:
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a) sin(a -+ B) d) cos(8 — a)
b) cos(a + B) e) sin(2a)

¢) sin(8 — «a) ) cos(2p)
Solucié.

Comencem calculant la resta de raons trigonométriques dels dos angles:

sin(a) + (0.8)* = 1 = sin(a) = £0.6
(0.6)% + cos*(B) = 1 = cos(B) = £0.8

Com « i B son al primer 1 al segon quadrant, respectivament, trobem.:

sin(a) = 0.6
cos(f) = —0.8

Les igualtats que ens demanen les podem treure de les férmules de Uangle suma:

a) sin(a+ B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B) = 0.6 - (—0.8) + 0.8 - 0.6 = 0

b) cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(8) = 0.8 - (—0.8) — 0.6 0.6 = —1

¢) sin(8 — a) = sin(B) cos(—a) + cos(B) sin(—a) = 0.6 - 0.8 + (—0.8) - (—0.6) = 0.96
d) cos(f—a) = cos(B) cos(—a) —sin(B) sin(—a) = (—0.8)-0.8— 0.6 (—0.6) = —0.28
e) sin(2a) = sin(a + a) = sin(a) cos(a) + sin(a) cos(a) = 2 0.6 - 0.8 = 0.96

f) cos(28) = cos(B + B) = cos(B) cos(B) — sin(B) sin(8) = (—0.8)2 — 0.62 = 0.28

Exercici 61.
Calculeu, sense trobar l’angle,

a) cos(2 - arcsin(0.3))
b) sin(arcsin(0.4) + arccos(0.5))

Solucio.
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a) Notem que arcsin(0.3) es tracta d’un angle, o, que compleix que sin(a) = 0.3.
Fent servir que sin®(a) + cos?(a) = 1 trobem que

cos(a) = £v1—0.32 = £v0.91
Per tant,

cos(2arcsin(0.3)) = cos?(a) — sin*(a) = 0.91 — 0.09 = 0.81

b) Tenim ara dos angles, dels quals sabem:

sin(a) = 0.4 = cos(a) = £V1 — 0.42 = +£0.916
cos(f) = 0.5 = sin(f) = £v'1 — 0.5 = £0.866

Per tant tindrem:
sin(arcsin(0.4) + arccos(0.5)) = 0.4 - 0.5 + (£0.916) - (+0.866)

d’on traiem dues possibles opcions:

0.2+ 0.916 - 0.866 =
0.2 — 0.916 - 0.866 =

Exercici 62.
Sabent que tan(a) = 1.3 i que 180 < a < 270, sense trobar 'angle, calculeu:

a) sin(«a)
b) cos(a)

c¢) cos(2a)
d) sin (a — g)

e) cos (a + g)
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Solucié.
Per calcular tot el que ens demanen necessitem calcular sin(«) i cos(a). Per fer-ho
plantegem el segiient sistema d’equacions:

) - 20
sin?(a) + cos?(a) = 1

De la primera equacid aillem sin(«) = tan(«) - cos(a) = 1.3 cos(a) i ho substituim a
la segona per obtenir:

(1.3 cos(a))? + cos?(a) = 1 = 2.69 cos?(a) = 1 = cos(a) & 0.609

I trobem sin(a) fent:
sin(a) = 1.3 - cos(a) = £0.792

Tenint en compte que ['angle és al 3r quadrant, obtenim:
sin(a) =|—0.792

cos(a) =|—0.609

Amb aixzo ja podem trobar la resta de coses que ens demanen:

¢) cos(2a) = cos*(a) — sin®*(a) = —0.256

_ m
d) sin <a - §> = cos(a) = 0.609
m .
e) cos (a + 5) = —sin(a) = 0.792

Exercici 63: Pg. 82 n° 12.
Un pal. . .

Solucié.
La situacio es resumeiz a la figura 5.1 Si sapiguéssim el costat a, trobariem h fent:

h = asin(60)

Per tal de trobar a, apliqguem el teorema del sinus, ja que coneixem més angles que
costats. Com només coneizem el costat 20 caldra trobar 'angle o fent:

a =180 — 75 — 60 = 45°
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20m

Figura 3.1: Exercici 63

Per tant, pel teorema del sinus tenim:

a 20
= — a=14.64
sin(75)  sin(d5) ¢ "

Per tant,
h =12.67 m

Exercici 64.
A partir de l'angle suma, trobeu una formula per calcular

a) cos(2a + f3)
b) sin(2a — )

Solucié.

a)

cos(2a + (B) = cos(2a) cos(f) — sin(2a) sin(5) =
= cos(a + a) cos(ff) — sin(a + «a) sin(f) =
= (COSQ(Oé) — sinz(a)) cos(8) — 2sin(a) cos() sin(B)
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b)

sin(2a — ) = sin(2a + (=) = sin(2a) cos(—f) + cos(2a) sin(—f) =
= sin(2«) cos(f) — cos(2a) sin(f) =
= 2sin(«) cos(a) cos( ) — (cos*(@) — sin?(B)) sin(pB)

Exercici 65.

Un vaizell navega paral-lelament a la linia que uneix dos fars Fy © Fy, situats a una
distancia de 10km un de laltre. En un moment donat, la visual dirigida al vaizell
des del far Fy forma un angle de 60° amb F1F5, i la visual des de Fy forma un angle
de 50° amb aquesta mateixa recta. Al cap de 10 minuts, la visual des de Fy forma
un angle de 45° amb F\F,. A quina velocitat navega el vaizell?

Solucié.
La situacio es resumeix a la Figura A la figura hi ha representat el punt Py on es troba

10 K

Figura 3.2: Exercici 65

el vaixell en el moment de la primer a mesura, 1 Py en el moment de la segona. Per
tal de saber a quina velocitat es mou el vaizell només cal saber la distancia v = Py P
recorrequda en 10 min. Per tal de conéixer la distancia x fixem-nos que

r=a—>
Per tal de trobar b només caldra trobar la distancia Fy Py 1 fer

b= F| P, cos(60)
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Podem trobar la distancia Fy1 Py aplicant el teorema del sinus:

BP 10
sin(50)  sin(180 — 60 — 50)

d’on

b = 8.152 cos(60) = 4.076 Km

Ara, per trobar a, fitem-nos que en ser [’angle corresponent de 45°, tindrem que
a=h
Per tant, només cal trobar h fent servir
h = F, P, sin(60) = 7.06 Km

Per tant:
r=a—0b=2.983 Km

1 la velocitat sera:

T 60 mz’n_
10 min  1h

Exercici 66: Exercici d’examen Curs 20-21.

17.9 Km/h

Una persona observa un objecte que té davant i a la seva esquerra. L’ull esquerra
apunta amb un angle de 7° respecte la frontal (perpendicular sortint del front), mentre
que el dret ho fa amb un angle de 10°. Sabent que la distancia entre els ulls és de
63mm, a quina distancia es troba [’objecte de ['ull més proper?

Exercici 67: Algunes identitats trigonometriques.
Comproveu que les segiients identitats trigonometriques son certes
1

a) 1+ tan®(a) = cos2(a)

b) cos(2a) = 2cos*(a) — 1

1 + cos(a) sin() 2
) —smt@) T 1T cosia)  sm(a)
d) tan(a) + L _ !

tan(a)  sin(a)cos(a)
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Resoleu les segiients equacions trigonometriques
a) sin <m—|—g> =1

b) 2cos(z) +1=0

¢) 2sin®(z) — sin(z) = 1

d) 2sin(z) = tan(x)

e) 2cos?(x) = cos(2x) + 1

f) cos(z) + sin(2z) = (sin(x) + cos(x))?
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Capitol 4

Nombres complexos

Continguts

Exercicr: T6 . . . . .. e e 114

Calculeu

Solucio.
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Opcio 1 Divisio en binomica
2—@'_(2—@')(3 7) 6—52’+i2_6—5i—1
3+i  (3+9)(B—4) 32—z  9—(=1)

5—95 1 1,
pr— _— —_- — _Z
10 2 2
Opcio 2 Passar a polar.
P1 V2 41=
0, = arctan (%) = —26.56°
V321 =
1
05 = arctan (5) = 18.43°

2-0_ o _ (&)

3+1 Py, P2/ 9,0,

_ (ﬂ) _ < 5 ) V2
V10 —26.56°—18.43° )/3 V2 —450 2

Si ara el passem a binomica:

Q = V2 cos(—457) + ? sin(—45°)i

2 _450 2
1 1
= ———

2 2
Exercici 70.
Calcular

(34 44)7"
Solucio.
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Opcio 1 Ho passem a polar:

p:\/%:5

4
f = arctan 3 = 53.13°

Aleshores

1
5 o -1 - -
(953.13°) 5 -53.130

Opcio 2 Racionalitzant:

Goan ot - 3-4 34 3 4,
344 (3+4)(3—-4d) 9+16 25 25

Exercici 71: Foérmula d’Euler.

a) Considereu 6 un angle en radians. Doneu un valor a 0 i comproveu que

6 0 0 0

sin(@) i—y—i-g—ﬁ—f‘
62 6+ ¢°
cos(f) = 5 E—g—l—

Per fer-ho, d’una banda calculeu sin() i cos(0) per un valor qualsevol de 0 (petit
i en radians), i de laltra feu les sumes pel mateix valor de 0 fins a ordre 6 o 7.

b) Fent servir les igualtats anteriors i que

_1 T [
6—@4—1'4—?4‘?4—?4‘

demostreu la formula d’Fuler:

" = cos(0) + isin(6)

Exercici 72.
Passeu de binomica a polar o de polar a binomica els segiients nombres complexos:
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a) —1+3i c) 2300
b) 2 — 2 d) 22000

Exercici 73: Pg. 99 n° 1.
Resoleu les segiients equacions

a) 2> +25=0
b) 92° +1=10
¢) B+ x+1=0
d) ¥* —4r +5=0

Solucio.

a) ¥ = =25 = x = £V 25 = +£/25 - (=1) = £5v/—1 = +5i

1 1
b) x2:—§:>x:j:—z’

3
—1++/1—14 1 V3.
c)r=——"——=—+—j
2 2 2
4416 —-20 442
d) v = Sy
2 2
Exercici 74: Pg. 99 n°2.
Donats z1 =1 — 2i 1 20 = —4 4+ 61 calculeu:
a) z1 + 2z
b) 21 — 29
c) 21+ 2
<1
d) 2
) -
Solucié.

a) 21+ 20 =-3+4i
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b) 21—2’2:5—81‘

c) 21 2= —4—12i* +6i + 8 = —4 + 12 + 145 = 8 + 144

q) 1—2 1-20 —4-6: —4-12-614+8 —-16+2: 4+1,
= . = —= = —— —1
—44+6t —4+4+6i —4—06¢ 16 + 36 52 13 26

Exercici 75.

Pg. 47 n° 3 Expresseu els nombres z; = —1 +1i i 20 = 4 — \/3i en forma polar, i

calculeu .
<1
<2

Solucio.

Per passar-ho a polar caldra calcular el modul i [’angle:

o = VTP B = V2

1
9, = arctan (—1) = —45° + 180° = 135°

2] = V16 + 3 = V19

0, = arctan <_T\/§> = —23.41°

Fizem-nos que si calculem 'argument de z; fent servir l’arctangent li haurem de
sumar 180° perque zy pertany al 2n quadrant mentre que —45° és un angle del quart
quadrant. En canvi, en calcular l’angle de zo el resultat que retorna la calculadora
en fer l'arctangent ja €s el correcte perqueée zo pertany al quart quadrant.

Ara, per calcular el que ens demanen més val fer servir la forma polar, perqué en
multiplicar multiplicarem moduls © sumarem angles, mentre que en diwvidir dividirem
moduls i restarem angles:

4
Z_il 1212121 (\/54.1350)

<2 22 V19_93.410

45400 41800 4
= = = Z180 + 23.41
V19 23410 V19_93410 V19
= i4203.41"

V19

Fizem-nos que l'angle de 540 el podem reduir a 180° = 540° — 360° perqué és més
d’una volta.
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Exercici 76.
Considereu un zy:

a) Sir és el modul de zy i v és el seu angle, escriviu-lo en forma trigonométrica.

b) Escriviu el complex zy = ¢'® en forma trigonométrica (passant-lo a binomica).

c) Fent servir les dues expressions obtingudes en els apartats anteriors, demostreu
que el producte zy - zo consisteix en girar un angle 3 en sentit antihorari el complex

21

d) Feu servir la férmula obtinguda a 'apartat anterior per girar el vector (1,3) un
angle de 30° en sentit antihorari.

Solucié.

a) Simplement, recordant la forma trigonometrica obtenim.:

2 =1 (cos(ar) + isin(a))

b) El modul de ¢ és 1, i el seu argument 3. Per tant, si l'escrivim en forma
trigonomeétrica ens quedara:

29 = cos(f3) + isin(f)

c) Fem ara el producte z; - z3 en forma binomica:

’r‘.

~—~

cos(a) + isin(a)) - (cos(B) + isin(3)) =

~~
r( cos(a) cos(B) + i cos(a) sin(B) + isin(a) cos(8) + i* sin(a)sin(3)) =

r(cos(a) cos(f) — sin(«) sin(p) —i—i(\cos(a) sin(f) + sin(«) COS(ﬁ)l)) =

-~ -~

cos(a+p) sin(a+8)
=1 (cos(a+ B) + isin(a + B))

Veiem que el complex resultant és un complexr de modul r v angle o+ 3. Per tant,
el complex z; ha mantingut el modul pero ha girat un angle 5 en sentit antihorari.
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d) Per girar el vector (1,3) un angle de 30° en sentit antihorari calculem primer el
seu modul i angle:

I(1,3)] = VI +9 =10
3
0 = arctan <I> = 71.56°
Per tant, el vector, representat com a complex, girat 30 graus sera:

V10 (cos(71.56 + 30) + i sin(71.56 + 30)) ~ —0.634 + 3.09i

Per tant, el vector demanat sera, aprorimadament,

(—0.634, 3.09)

Exercici 77.
Siguin

Calculeu:
a) 2

b) 2 - 2
C) 3

Q) 2

<1

Solucio.

Clarament, el més comode per fer aquestes operacions €s tenir els compleros ex-
pressats en forma polar o exponencial. Pel que fa a z; fitem-nos que pertany al
2n quadrant, 1 per tant cladra sumar 180° a l’angle perque, en ser la seva tangent
negativa, la calculador retornara un angle del 4rt quadrant:

2| =V14+22 =5

2
f = arctan (—1) 4+ 180° = —63.3° + 180 = 116.6°
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El mateix passa amb zy, també caldra sumar-li 180° al seu argument perqupe pertany
al 3r quadrant i la calculadora ens retornara un angle del primer quadrant:

25| = V9 + 16 = 5

0 = arctan (—3) + 180° = 233.1°

Ara podem fer les operacions que ens demanen:
6
a) 2% = <\/E> £6-116.6 = 125539 60

b) 2} 2 = 5vV/55.116.5 - D23z1 = 25V Bsga.60 = 25V 52060

C) i — \/3116.60 — £4_9590
z Dlaggie 625 '

d) Fizem-nos que ens demanen l'invers de l'anterior. Per tant tindrem [’angle can-
viat de signe i el modul invertit:

3 625
2 22 /95.9 = 12550590
21 \/5
Exercici 78.
Quina relacio hi ha entre un complex z 1 el seu invers %9

Solucio.
Si considerem z = re'? i fem la divisio:

1 e 1

ret  re® p

El seu modul sinverteix, i el seu angle es canvia de signe.

Exercici 79.

Factoritzeu el polinomi x3 + 9z

Solucio.
Per factoritzar-lo hem de buscar les seves arrels, és a dir, resoldre ’equacio

x3+9x:0:>;1:(x2+9):0
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D’aqui traiem dues opcions:

xr=20
22 4+9=0=2x=+vV-9=+3i

Per tant, la factoritzacio quedara:

2% 4+ 922 = x(z — 3i)(z + 3i)

Considereu un complex z 1 el seu conjugat, Z.
a) Que passa si els sumem: z + Z?¢

b) Qué passa si els restem: z — z?

c) Que passa si els multipliquem: z - Z?

z
d) Queé passa si els dividim: =7
z
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5.1 Vectors i producte escalar

Exercici 81: Producte escalar i Teorema de Pitagores.
Demostreu que si U - @ = 0 aleshores

I+ 7" = [1Z]1* + | 7
Interpreteu-ho també graficament.

Solucié.
Recordem la segtient propietat del producte escalar:

w0 = [ - (| - cos0 = [[w@]*.
Aplicant aquesta propietat al vector @ + U obtenim
|7+ TP =(T+7) (T+7)
Com el producte escalar compleix la propietat distributiva, podem desenvolupar la
part dreta de la igualtat obtenint

|7+ U|)* = E)”'_)T;—FQU -Oz_[+ U”- ”1_2[ = ||v||* + | 7|
=||v = =||lu

Pel que fa a la interpretacid grafica, fivem-nos que la condicié ¥ - 14 = 0 implica
que els vectors U i U son perpendiculars (assumint que cap d’ells és el vector nul).
D’altra banda, el vectr suma U+ no és més que la hipotenusa del triangle rectangle
format pels vectors U i U. Per tant, la propietat que hem demostrat és equivalent al
teorema de Pitagores.
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Exercici 82.
Considereu el paral-lelogram amb vertezs consecutius A = (1,1), B = (3,4) i C =
(5> _2)

a) Comproveu que no estan alineats
b) Trobeu el quart vértex i el perimetre

c¢) Calculeu l'angle que formen les diagonals. Amb la informacié anterior digueu de
quin tipus de paral-lelogram es tracta (quadrat, rectangle, rombe o cap d’ells).

Solucio.

a) No estan alineats perqué els vectors AB=B-A= (2,3) iBC=C—B= (2,-6)
son l.1.

b) Com els vértexs son consecutius, el quart vérter, D, el trobarem posant a C' el
vector BA, o bé posant a A el vector BC':
D=C+BA=C+A-B=33)
D=A+BC=A+C—-B=(33)

El perimetre sera:

2. |AB|| +2- |BC| = 2v22 + 32 + 2v/2? + 62
= 2v/13 + 2v/402V/13 + 4v/5u

c) Les diagonals son BD=D-B= (0,—1) 4 AC=C—- A= (4,-3). L’angle que
formen el calcularem fent servir el producte escalar:

0) — _°
os) = ST 655 5

Ara trobem angle fent

f = arccos (%) = 53.13°

Com els costats AB 1 BC' ﬂ difﬂents, ja sabem que mo €s un quadrat ni un
rombe. Com a més a més, AB - BC # 0, tampoc podra ser un rectangle perque
els costats no son perpendiculars. Per tant, sera un paral-lelogram.
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Exercici 83: Pg. 118 n° 39.

Demostreu que el triangle amb els vértezrs A = (1,2), B = (6,5) ¢ C' = (3,10) és
rectangle en B.

Solucié.

Opcié 1 Només cal veure que els vectors BA i BC' son perpendiculars, cosa que es
complira si el seu producte escalar és zero:

BA-BC =(A—=B)-(C—=B)=(=5-3)-(=3,5)=15—-15=0

Opcio 2 Si és rectangle haura de complir el teorema de Pitagores. Com el costat AC
és la hipotenusa, aizo sera:

‘A?J‘Q : ‘B?l‘z + ‘B@‘Z
(VETe) L (Vor T (o)

A4+64=254+9+9+25
68 < 68

2 2

+ (V=3 +5)

Per tant, com es compleix el teorema de Pitagores, el triangle sera rectangle
en B.

Exercici 84: Pg. 118 n° 41.

Els punts A = (1,2), B = (3,5) i C = (7,4) son tres vértezs consecutius d’un pa-
ral-lelogram. Determineu les coordenades del quart vertex i les del punt d’interseccio
de les diagonals.

Solucio.

a) El quart vertex el podem obtenir de varies maneres equivalents:

al Posem sortint de C el vector BA: D=C +BA=C+ A— B =(5,1)

a2 Imposem que els vectors CD i BA siguin iguals:
CD=BA<=D-C=A-B+<=D=C+A—-B=(51)
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a3 Posem sortint de A el vector BC':
D=A+BC=D=A+C—-B=(51)

b) El punt on es tallen les diagonals sera el punt mig:

B+ D
2

M = = (4,3)

Exercici 85: Pg. 118 n? 42.
Els punts P = (3,-7) 1 Q = (5,13) pertanyen a una circumferéncia i son diametral-
ment oposats. Calculeu el centre de la circumferencia i el seu radi.

Solucio.
Com son diametralment oposats, el centre sera el punt mig del segment PQ):
P 8,6
C= ;Q:(’z):@,g)

El radi el trobarem calculant la distancia entre els punt C' 1+ Q, o C' i+ P o dividint
la distancia entre P i () entre 2. Recordant que la distancia entre dos punts és el
modul del vector que els separa tindrem.:

R =|CP| = |G| = — V101

Exercici 86.

Justifiqueu si son certes o no les sequents afirmacions
a) (T-0)-t=7-(0-1)

b) (T-0)-t=t-(7-7)

Exercici 87: Pg. 118 n° 44.

Trobar el valor de p per tal que els punts A = (2,5), B = (3,-2) i C = (—1,p)
estiguin alineats.

Solucio.
Per tal que estiguin alineats necessitem que dos vectors qualsevols unint els treus
punts tinguin la mateixa direccio. Per exemple:

BA=MC = A—B=\(C—-A)
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Es tracta d’una equacio vectorial, amb dues incognites i dues equacions, que Son:
—1=-3X\
7=MXp-—5)
De la primera traiem que \ = %, 1 substituint-t’ho a la segona tindrem:

1
7:§(p—5)<:>p:26

Exercici 88: Pg. 120 n° 6.
Calcular el vector @ que verifica:

a) Es unitari (té modul 1)
b) Té la mateira direccid que Vv = (—6,8) pero sentit contrari.
Solucié.

Opcié 1 Ens prequntem per quant hem de multiplicar el vector ¥ per tal que es
compleixi:

AT =1=|(=6)\,8\)| =1 <= /(—6)\)2 + (8\)2 =1
=V36A2 +64)2 =1 <= V100 2 =1
1

2
(\/100)\2> 12 e 100A2 = 1 e & Wlo A=

. . . . —> \
Per tant, com volem que tingui sentit contrari, el vector u sera:

(3 4
10 \5 5

Opcio 2 Alternativament, sabem que si dividim un vector entre el seu propi modul
tindrem un vector amb la mateixa direccio i sentit pero de modul 1. St volem
que tingui sentit contrari noés caldra dividir-lo entre el seu propi modul 1
canviar-li el signe. Per tant:
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Exercici 89: Pg. 120 n° 10.
Donat el segment d’extrems P = (3,—5) 1 Q = (6

,—8
del punt R d’aquest segment que verifica PR = % - PQ.

) determineu les coordenades

Solucio.
El punt el trobarem posant a P el vector PQ dividit entre 10 i multiplicat per 3:

. P( —P) 10P _3P 7P
R:P+3 Q:P+3(Q ): 0P +3Q —3 T +3Q:
10 10 10 10
_(21,35)+ (18,=24) (39 11
B 10 ~\ 10710

Exercici 90: Pagina 120 n° 11.
El baricentre d’un triangle se situa en el punt G = (—2,0) i dos dels seus vértexs als
punts A = (3,4) i B=(—6,5). Trobeu les coordenades del vertez que falta.

Solucio.
Diguem M al punt mig del segment AB:

M:A+B: (_ig)
2 272

Sabem que el punt G es troba a un ter¢ del cami anant de M a [’altre vertex, C'. Per
tant ha de complir l’equacio:
MC C—-M 2M+C

—M+—" =M
G * 3 * 3 3

St ara aillem C' ens quedara:

C =3G —2M = (—6,0) — (=3,9) = | (—3, —9)

Alternativament, podem trobar C' situant en vector 3MG sortin de M:
C=M+3MG=M+3(G—M)=—2M + 3G = (—3,—9)

Exercici 91: Exercici examen curs 20-21.

Considereu tres vectors @, U it. Raoneu per qué l'expressid
Ut

NO és correcte.

Exercici 92.
Els punts (1,1) i (—1,3) divideizen el segment AB en tres parts iguals. Trobeu els
punts A i B.
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5.2 Rectes al pla

Exercici 93: Pg. 130 n° 13.
Comprovar que els punts A = (2,3), B=(-2,1) i C = (5,—1) no estan alineats, i
trobar les rectes que determinen el triangle A, B i C.

Solucio. L

Només cal veure que elsgctors AB i BC no sénﬂiltiples, és a dir, son linealment
independents. Obtenim AB = B—A = (—4,—-2) i BC = C—B = (7,-2). Clarament
son li. Si ens fixem en la segona coordenada, son la mateiza pero la primera no.
Per tant, no podrem obtenir mai un vector a partir de l’altre multiplicant per algun
escalar.

Com no ens demana la forma en que han d’estar les rectes, el més facil és donar-ho
en vectorial. Obtindrem:

(v,y) = A+ A7AB,
(r,y) = B+ v~ BC,
(z,y) = C+pu~CA,

on AB i BC ja els haviem calculat abans i CA = (—3,4).

Exercici 94: Pg. 130 n° 14.

Obtenir l’equacidé explicita de la recta que passa pels punts P = (0,2) 1 Q = (5, —1).
Solucio.

El més facil és obtenir el pendent a partir del vector director P—Q)

-1-2 3

5—0 5

m =

Per trobar n imposarem que passi per P, per exemple. Ho podem fer en la forma
punt pendent:

Y — Yo :m(l'—fb’o),

on m és el pendent (que ja hem trobat) i (xg,yo) son les coordenades d’un punt de
pas. Substituint obtenim

y—2=-2(c-0),

1 aillant y obtenim la forma explicita de la recta:

3
)
y 5$+

127



Albert Granados Corsellas CAPITOL 5. GEOMETRIA PLANA

Una altra opcio és trobar n directament resolent una equacié imposant que el punt
P compleixi 'equacio y = —%:1: +n:

3
2:—5-O+n———>n:2.

Exercici 95: Pg. 143 n° 5.
Trobar A i B per tal que les rectes

20 +3y—5=0 Ar+ By—4=0

siguin perpendiculars i la segona passi pel punt (2,1).

Solucio.

Haurem de resoldre un sistema de dues equacions. La primera la trobem imposant la
perpendicularitat. Com les equacions les tenim en forma general, els vectors (2,3)
i (A, B) sén vectors perpendiculars (vectors normals) a les respectives rectes. Per
tant, si les rectes han de ser perpendiculars entre elles, els vectors normals també ho
hauran de ser. Imposem que el producte escalar sigui 0:

(2,3)- (A, B) = 2A + 3B = 0.

Una segona equacio la trobem imposant que la segona recta passi pel punt (2,1).
Perque el punt aquest pertanyi a la recta haura de complir la seva equacio:

24+ B —-4=0
Aixi només hem de resoldre el sistema

2A+3B=0
2A+B—-4=0

Restant la primera equacio menys la segona obtenim
2B+4=0=— B =-2.
Substituint-ho a la segona equacio tenim
2A—2—-4=0=—= A=3.
Exercici 96: Pg. 137 n° 32.

Considereu la rectar: x —y+4=0 1 el punt P = (2, —%) Trobeu l’equacio de les
rectes que passen per P i formen un angle de 60° amb r
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Solucio.

Noteu que la recta és paral-lela a la bisectriu ja que té pendent 1, i per tant forma un
angle de 45° amb eiz horitzontal (arctan 1 = 45°). Hi ha dues rectes que formen 60°
amb r, girant r en sentit negatiu o bé en sentit positiu. Facilment podem trobar els
pendents d’aquestes rectes. La primera formara un angle de 45—60 = —15° amb [’eix
horitzontals, i per tant tindra un pendent de tan(—15°) ~ —0.26. La segona formara
un angle de 45 + 60 = 105° amb l'eix d’abscisses, i per tant tindra un pendent de
tan(105) ~ —3.73. Ara només ens quedara imposar que passi per P:

1
1
_52_3_73.2+n:>n2:6.96

Per tant, les rectes seran

y = —0.26z 4+ 0.04
y=—3.73x + 6.96

Exercici 97: Pg. 137 n°33.

Trobar els angles del triangle que té per vertezs els punts A = (2,4), B = (-3,—1) i
C=(-1,6)

Solucié.

Només cal trobar els angles que formen eliyectors que fomﬂz els costats. Per calcu-
lar Uangle A primer trobem els vectors AB = (=5, —5) i AC = (—3,2). Fizem-nos
que els agafem tots dos sortint d’A per tal de mesurar l’angle correcte. En cas con-
trari estariem mesurant el suplementari! Fent servir el producte escalar obtenim:

. AB - AC 15— 10 A
A= — —— = — A = 78.69°
|AB| - |AC|  v/50/13

Per trobar B fem servir els vectors BA = (5,5) 1 BC = (2,7), i obtenim

. BA - BC 10 + 35

== = — B =29.05°
IBA| - |BC|| /5053

Finalment, [’angle C lobtenim completant fins a 180°:

~

C' =180 — 78.69 — 29.05 = 72.26°
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Exercici 98: Pg. 143 n° 8.
Donada l'equacio de la recta v : 3x —2y +7 =0 i el punt P = (2,0), determineu

a) L’equacid de la recta que passa pel punt i és perpendicular a r
b) La interseccid entre les dues rectes

¢) El punt simétric de P respecte r

Solucio.

Raonant com a l’exercici 95, escrita en forma general la recta que ens demanen tindra
la forma 2x + 3y + A = 0, perqué els vectors (3,—2) i (2,—3) son perpendiculars.
Trobem A imposant que el punt P pertanyi a la recta:

2:2-3-0+A=0= A= -4

La recta és per tant 2o + 3y — 4 = 0.

Per trobar la interseccio de les rectes, com son perpendiculars es tallen i simplement
hem de trobar l"inic punt (x,y) que compleir les dues equacions alhora. Es a dir,
hem de resoldre el sistema

3r—2y+7=0
20+ 3y —4 = 0.

Multiplicant la primera per 2 i la segona per 3 i restant les dues equacions obtenim
9y — 12 +4y—14=0; 13y —26 =0 =y = 2.
Substituint a la segona equacio obtenim 2x +6 — 4 = 0 ¢ per tant x = —1.

Si anomenem @ a la interseccid que acabem de trobar, Q) = (—1,2), el punt P
respecte r el trobem simplement fent

P12PO=P+2(Q—P)=2Q — P=(-2,4) — (2,0) = (—4,4).

Exercici 99: Pg. 143 n° 10.
Trobeu els valors de k que fan que les rectes kx+(k—1)y—2 = 0 ¢ 3kx— (3k+1)y+5 =
0 siguin paralleles v perpendiculars.

Solucio.
Per tal que sigui paralileles els seus vectors directors han de ser multiples (linealment
dependents), o, equivalentment, els vectors normals a les rectes també han de ser
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multiples. Com les tenim en forma general, agafem directament aquests darrers.
Per tal que siguin maltiples imposem

(kb —1) = A3k, —(3k + 1))

Igualant component a component obtenim un sistema d’equacions:

k = A3k
k—1=—\3k+1).

St aillem \ a cada equacio v fem igualacio obtenim

ko k-1
3k 3k+1

St k # 0 podem simplificar k a la part esquerra. Alerta, caldra comprovar a part si
k=0 és solucio! Simplificant k a la part esquerra obenim
1 k—1

A 3k+1=3(1—k
3 3k+1’ + ( )

d’on k = é Comprovem ara si k = 0 també és solucio. Doncs si, substituint k = 0
al sistema original tenim que es compleizen les equacions:

0=0
—1=—1.

Per tant, per k =0 i k = 1/3 les dues rectes son parallels.
Ja que son paralleles, podriem també trobar la distancia entre elles. Per k = 0 les
rectes queden

-y—2=0 —-y+5=0.

Fizem-nos que les dues rectes son horitzontals! Una és la rectay = 2 i laltra y = —5.
Per tant la distancia entre elles és 2 — (=5) = 7. En canvi per k = 1/3 no és tant
trivial. En aquest cas les rectes queden:

r 2y

55 2=0 z-2y+5=0.

3 3 Y
Prenem dos punts de pas, un de cada recta. Per fer-ho el més facil és fer x = 0
oy = 0 i trobar el valor de l'altra variable. Per exemple agafem (0,—3) i (—=5,0).
Ara ens cal un vector normal unitari. Es a dir, un vector normal de modul 1. Per
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exemple n’agafem un de la seqgona recta: n = (1\’/_32). Aixi la distancia entre les rectes

quedara:

(1,-2) 546 11V3
V3 V3 3
Vegem ara per quins valors de k, si n’hi ha, les dues rectes son perpendiculars.

Per tal que ho siguin imposem que els dos vectors normals siguin perpendiculars entre
st, €s a dir, que el seu producte escalar sigui 0:

d(r, Tl) - [(0’ —3) — (=5, O)} )

0= (k,k—1)-(3k,—(Bk+1))=3k>— (k—1)(3k +1) =3k* = 3k* + 2k +1 =0,

d’on k = —%. Per tant, per k = —1/2 les dues rectes sén perpendiculars.

Exercici 100: Exercici proposat a classe, 23-1-2020.
Donades les rectes

kr4+2y—6=0
r+(k+1)y+3=0
a) Trobeu els valors de k per tal que les rectes siguin perpendiculars
b) Trobeu els valors de k per tal que les rectes siguin paral-leles

c) Trobeu els valors de k per tal que les rectes siguin secants

Solucio.

Per tal que les rectes siguin perpendiculars, necessitem que els seus vectors direc-
tors també ho siguin. De manera equivalent, podem imposar també que els vectors
perpendiculars a les rectes siguin perpendiculars entre ells. Com les rectes estan en
forma general, aquesta darrera condicio és facil dimposar:

(k,2)- (1,k+1) =0,

d’on 5
k+2(k+1) :3k+2:O:>k:—§.
Per tant, si k = —% aleshores les rectes seran perpendiculars.

Per tal que siguin paral-leles necessitem que els vectors directors o els vectors
perpendiculars siguin proporcionals, o bé que tinguin el mateir “pendent”:

2 k+1
I S S S
1 TR
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d'onk=-20k=1. Ara bé, aquest condicio no és suficient, perquée podria ser que
les rectes fossin la mateiza enlloc de paral-leles. Per tant, hem d’estudiar-les amb
més detall per aquests dos valors.

St k= —2, les rectes queden

—2rx+2y—6=0
r—y+3=0.

Fizem-nos que, de fet, son la mateixa recta, perqué la primera és la segona multi-
plicada per —2. No obstant, podem comprovar-ho agafant qualsevol punt d’una de
les rectes i comprovar si pertany a laltra o no. Agafem el punt (0,3) de la segona i
mairem si €s de la primera: —2-0+2-3—6 = 0. Com aquest punt compleix [’equacio
de la primera recta, pertany a les dues i, per tant, les rectes son la mateiza i no pas
paral-leles.

Mirem ara queé passa quan k = 1. En aquest cas les rectes queden:

r+2y—6=0
r+2y+3=0.

Clarament les rectes mo son iguals, perque la part de les x i les y’s és la matei-
za, pero el terme independent no. Per tant, una equacio no és multiple de [’altra.
També podem agafar el punt (6,0) de la primera i veure que no pertany a la seqgona:
6+2-04+3#£0. Aixt, si k =1, efectivament les rectes seran paral-leles.

Finalment, estudiem quan les rectes seran secants, €s a dir, quan es tallaran.
Recordem que dues rectes (al pla) es tallen sempre i quan no siguin paral-leles ni la
mateiza. Seran paral-leles només si k = 1, i seran la mateiza st k = —2. Per tant,
es tallaran sempre que k # 1 1 k # —2. Es a dir, es tallaran per

ke R\ {1,-2}.

Exercici 101: Pg. 143 n° 12.

Trobar el baricentre, circumcentre i ortocentre del triangle definit pels punts (0,0),
(4,2) 1 (2,6).

a) Comprovar que estan alineats

b) Veure que la distancia de l'ortocentre al baricentre és el doble que la distancia
entre el baricentre 1 el circumcentre.
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c¢) La distancia del circumcentre a cada vértex és la mateiza.

Solucio.
Basicament la dificultat és trobar els tres punts, un cop els tens només cal calcular
distancies, que €s avorrit pero és facil.

Recordem les definicions. El baricentre és el punt on es tallen les mitjanes d’un
triangle (uneizen cada vértex amb el punt mitja de cada costat), l'ortocentre és el
punt on es tallen les altures, i el circumcentre €s el punt on es tallen les mediatrius
(que son perpendiculars a cada costat passant pel punt mig).

Trobem primer les equacions de les mitjanes, de fet amb dues ja fem. Com un dels
vertexs és a l'origen, aizo facilita les coses si escollim els dels costats que el contenen.
Aixt, els punts mitjos de cada costat son directament (2,1) i (1,3). Volem les dues
rectes que passen per (2,1) i (2,6) i per (1,3) i (4,2). Dos vectors directors seran
(2,6) —(2,1) = (0,5) i (4,2) — (1,3) = (3,—1). Agafant els vectors perpendiculars a

aquests 1 imposant que passin per algun dels dos punts trobem que les rectes son
5 —10=0, v+ 3y — 10 = 0.

De fet la primera recta es pot simplificar dividint-t’ho tot entre 5, i queda x — 2 = 0.
Per trobar la interseccio entre elles, només cal resoldre el sistema

r—2=0
x4+ 3y — 10 =0,
que és x =2 1y = 8/3. Per tant el baricentre és (2,8/2).
Trobem ara les mediatrius. Altre cop, amb dues ja fem i escollim les mediatrius dels
dos costats anteriors perque contenen l'origen que facilita les coses. Hauran de pas-
sar pels punts mitjos (2,1) i (1,3) i tenir com a vectors directors els perpendiculars
als costats. Ara bé, en escriure-ho en forma general, els vectors normals a les rec-

tes seran els mateizos vectors que uneizen els vertes: (4,2) i (2,6). Per tant, les
equacions tindran la forma

dr+2y+A=0
20 +6y+B =0

Ara només cal trobar A i B imposant que passin pels punts mitjos anteriors, obtenint

4-242-1+4A=0=A=-10
2:-146:-3+B=0= B=-20
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Azt les mediatrius seran

dr +2y—10=0
2z 4+ 6y — 20 = 0,

que simplificant (dividint tot entre 2) queden

20+y—5=0
z+ 3y —10=0.

Per trobar el circumcentre només caldra resoldre els sistema anterior. Per reduccio
(la segona multiplicada per 2 menys la primera) tenim 6y —20—y+5=0 — y = 3.
Substituint trobem x = 1. Aizi el circumentre és el pulnt (1,3).

Ara només queda [’ortocentre. Cal trobar almenys dues altures. Com han de ser
perpendiculars als costats seran parallels a les medianes:

dr+2y+A=0

20+ 6y + B =0.
Per trobar A i B cal que imposem que passin pels vértexs oposats. Aizxi la primera
haura de passar pel punt (2,6), i la segona pel (4,2). Si ho imposem obtenim

4.242-6+A=0—A=-20
2:446-24+B=0— B=-20

Si les simplifiquem (dividint entre 2) les dues altures seran

20 4+y—-10=0
r+ 3y — 10 =0.

Resolent el sistema obtenim [’ortocentre. Altre cop per reduccié (la segona per 2
menys la primera) obtenim

6y —20—y+10=0— y = 2.

Substituint trobem x = 4, i lortocentre sera el punt (4,2). Com de fet és uns dels
vertexs, fireu-vos que airo vol dir que el triangle és rectangle.

Ara només queda comprovar que els tres punts que hem trobat, (2,8/3), (1,3) i
(4,2) estan alineats, la resta de preguntes son facils. Per veure-ho hem de veure si
els vectors (1,3) — (2,8/3) = (—1,1/3) i (4,2) — (1,3) = (3, —1) son maltiples un de
laltre. Efectivament, si multipliguem el primer per —3 obtenim el segon.

135



Albert Granados Corsellas CAPITOL 5. GEOMETRIA PLANA

Exercici 102: Pg. 143 n°3.
Trobar n per tal que les rectes

r:x+2y—1=0
1

riy=—-xr—n
Y773

distin /5 unitats.

Solucio.
D’entrada hi haura dues solucions, ja que la recta pot estar a “una banda o a l’altra”,
la simetrica.
Per trobar la distancia entre dues rectes només cal trobar un punt de cada recta i un
vector normal unitari d’una d’elles. De la primera agafem P = (1,0) i de la segona
Q = (0, —n). Com a vector normal unitari agafem el (1,2)/v/5, que és perpendicular
a la primera. Aixi tenim:

—1—-2n

d(r,r")y =d(P,r") = PQ - (1,2)/v/5 = (=1,—n) - (1,2)/V5 = —F

Imposant que aquesta distancia sigui /5 trobem

—1+2 541
\/Szﬁ n:L:_g‘

—>
NG ;)

Ara bé, també podem agafar el vector —(1,2)/\/5, que apunta cap a Uatra banda!
Aixi obtindrem altre valor, que és n = 2.

Exercici 103: Pg. 144 n°17.
Determineu l’area del triangle determinat per les rectes

rd4r4+y—-5=0
sx+3y—4=0
t:3r—2y—12=0.

Solucio.
Cal trobar una altura i una base. Per fer-ho necessitarem tots vértexs, que obtindrem
trobant la interseccio de les rectes de dos en dos resolent els segients tres sistemes:

dr+y—>5=0
P —
r+3y—4=0,
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Qs r+3y—4=0
3r—2y—12=0

3r—2y—12=0
R —
dr +y—-5=0.

Les solucions dels sistemes son P = (1,1), Q = (4,0) i R = (2, —3), respectivament.
Ara busquem l’equacio de la recta que conté Ualtura perpendicular a P(Q) i que passa
per R. La recta que conté el costat PQ) és la recta s. Per tant, la recta que conté
aquesta altura ha de ser perpendicular a s @ tindra la forma

3r—y+A=0.
Imposant que passi per R trobem A = =9, i la recta és
h:3rz—-—y—9=0.

Ara només cal trobar el valor de altura. Per fer-ho, si'l" és la interseccio entre les
rectes s i h, Ualtura sera ||R7|| Obtenim T resolent el sistema

r+3y—4=0
3r—y—9=0,

obtenint 10z — 27 —4 =0, 10x — 31 =0 — = = 31/10 — y = 3/10,
o (38Y
10710
Aixi, Ualtura sera
=l = (e 2+ 33
~I\107 10/ V \10 10

VA2 332 112434112 11V12+ 32 11V/10
T 10 10 10

Per tant Uarea sera

PG IRT VIV 1,
2 20 2

A
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Exercici 104: Pg. 144 n° 25.

Els vertexs corresponents al costat desigual d’un triangle isosceles se situen als punts
A= (-1,-1)iB=(4,0). El tercer vértex, C, és un punt de la rectar : r—2y+8 =
0. Trobeu C', el perimetre i l’area del triangle.

Solucié.
Per tal de trobar C tenim dues opcions (almenys).

Opcio 1:
Imposem que el triangle sigui isosceles i que C' € r. Per tal que es compleixi la
segona condicid, si diem C' = (x,y), aleshores C sera de la forma

C = (x,x;—ég) obé C=(2y—38,y)

. Escollim la seqgona forma, ja que ens estalviem fraccions. Imposem ara que
d(A,C) = d(B,C) <= ||AC| = | BC| <

=y + 81+ (y+ 1) = /(25— 8 — ) + (y — 0)?

Elevant al quadrat les dues bandes marxen les arrels i queda una equacio de primer
grau per y (tots els termes de grau 2 marzen), i queda

47 6

amb el que C' = (%, g).

Opcid 2: 1

Com el triangle és isosceles, la mediatriu del costat AB passa per C. Per tant,
només cal trobar la recta, s, perpendicular al costat AB passant pel punt mig (recta
que conté la mediatriu) i trobar la interseccid amb r.

El punt mig sera M = AJFTB = (§ —l). La recta s tindra coma vector director un

2072
vector perpendicular a AB = (5, 1), per tant sera de la forma

s:br+y+ D=0,

perque el vector AB és perpendicular a la mediatriu. Ara trobem D imposant que

passi per M :

301
5. — -4+ D=0=D=-T.
2 27
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Ara el punt C' el trobarem resolent el sistema
r:ox—2y+8=0
s:br+y—7=0,

que té per solucio x = % 1Y = %, que és el punt d’abans.

Ara per trobar el perimetre i [’area només caldra fer:

Perimetre = | AB| + | BC|| + ||CA||

:mw%%)l(g)lﬂ_l_g)l(_1_@:

2v/3653
=26+ o

\ AB ° M 2
Apeq — MABIL- MO _ 278 ,
2 22

u

Recordeu que, malgrat en matematiques les unitats no acostumen tenir-se en compte,
hi ha correctors a secundaria que penalitzen no incloure-les!

Fizem-nos que la Opcié 1 no ens dona el punt M i, per tant, haurem de trobar
Ualtura del triangle d’alguna manera. La més facil és potser trobant la distancia del
punt C' a la recta que passa per A i B. Aquesta recta sera

t:x—>5y+ D =0,
i imposant que passi per B tindrem D' = —4. Per tant, laltura la tindrem fent

L5 4 _ 21V26
V12 4 52 22

h=d(C,M)=d(C,t) =

Per tant l’area ens donaria

1AB]|
~=
N 21V26V26 273
Area = ——— = —u
222 22

Exercici 105: Examen final curs 18-19.
Determineu els punts de tall de la recta que passa pel punt A = (3,2) i forma amb
els eixos de coordenades un triangle d’area 275
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Solucié.

Opcié 1: per geometria

Diguem B = (b,0) i C = (0,¢) als punts de tall amb els eizos. El triangle que ens
queda és rectangle, i la seva area sera

25 b-c

2 2
Pero b i ¢ no poden ser qualsevol, ja que pertanyen a la mateiza recta que passa per
A, aizo ens donara una relacio entre b i c. Trobem aquesta recta imposant que passi

per A i C' (A i B també aniria bé). Un vector director d’aquesta recta és el (3—0,2),
per tant tindrem, en forma continua:

r—3 y—2
3—-b 2

Ara trobem el punt de tall d’aquesta recta amb [’eix vertical © imposem que sigui el
punt (0,¢). Es a dir, quan © =0 y ha de ser c:

6 6 20b-3) 6+20b-3) 2
i SIS S S _ _
R S A S S S b_3 b_3

Per tant, ens queda:

Substituint a l’area tindrem

25 b-2b
— = 2b* — 25b =
5 20— 3) — 250+ 75 =0
b 25 £ /625 — 600
= 1 ,
d’on tenim dues solucions:
b=
2
b=5
De la primera ens surt
15 30 10
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1 de la segona
10

2
Aizo donara dues parelles de punts: (5,0) i (0,5), o bé (%2,0) i (0, 13—0)

=5.

C =

Opcié 2: per semblances

Si ens fem un dibuiz, tenim dos triangles rectangles semblants (en posicid de
Tales de fet). Tots dos comparteizen vertex (b,0), el petit té un vértex a (3,2) i el
gran a (0,c¢). Per tant, per semblances tindrem:

2 _c:> B 2b
b—3 b b—3

que €s la mateiza relacio que hem obtingut abans 1 el problema s’acaba de la mateiza
manera.

Exercici 106.
Trobeu

a) Uequacio general de la recta v que passa pel punt P = (0,—4) i és paral-lela a la
recta s : 3v — 2y +6 = 0.

b) la distancia entre les dues rectes anteriors

c¢) Escriu l'equacid de la recta perpendicular a les dues anteriors i que passa pel punt
P.

d) Calculeu el valor d’a per tal que les rectes x +2y —1 =0 i ax —y+3 = 0 formin
un angle de 60°.

Solucio.

a) Com ha de ser paral-lela compartiran vector director (i vector perpendicular) i
la recta sera de la forma 3x — 2y + ¢ = 0. Imposant que passi per P trobem
3-:0-2-(—4)4+c=0=c=-8.

b) Per trobar la distancia entre elles podem calcular la distancia d’un punt d’elles a
laltra. Podem fer servir P:

3-0-2 (-9+6 14
VEF (=22 V13
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¢) La recta perpendicular sera de la forma 2z + 3y +d = 0, ja que (2,3) és perpen-
dicular a (3,—2). Imposant que passi per P trobem d = 12.

d) Fent servir el producte escalar imposem que ’angle entre els vectors perpendiculars
(1,2) i (a, —1) sigui 60°:

(1,2) - (a,=1) = a =2 =|(1,2)]| - [[(a, =1)| - cos(60)

Ara bé, fixem-nos que podriem tenir dues solucions, ja que els vectors (a,—1) i

(1,2) podrien fer una angle de 120° enlloc de 60°. Com cos(60) = 3 i cos(120°) =

—%, les soluctons del problema seran els valors d’a que compleizin

1
a—2:\/12—|—22-\/a2—|—1-<i§)

En elevar al quadrat el signe — desapareiz, i ens queda una unica equacio que,
operant, queda:

3a> = 16a+15=0

d’on

_16£V76  164£2V19  8++/19
N 6 N 6 N 3

Una solucio correspon a l'angle de 60° ¢ 'altra a l'angle de 120°.

Exercici 107.

Els punts A= (1,1), B=(3,4) i C = (5,—2) determinen un triangle. Determina’n
larea.

Exercici 108.

Donats els punts A = (2,1), B=(0,1) i C = (3,—2) trobeu:

a

a) L’equacid vectorial de les rectes que contenen els costats del triangle ABC.
b) L’equacio general de les rectes que contenen les mitjanes.

c) Trobeu el barcientre del triangle com a interseccid de les mitjanes. Comproveu
que es troba a 1/3 a mig cami entre del punt mig d’un segmenet cap al vértex
oposat.

Solucio.
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a) Les rectes tindran com a vectors directors els vectors

AB=B—A=(-2,0)
AC =C—A=(1,-3)
BC =C—B=(3,-3)

Els punts de pas podrien ser A, A i C':

Segment AB : (z,y) = (2,1) + (—2,0)

Segment AC' : (x,y) = (2,1) + Ao (1, —=3)
Segment BC': (z,y) = (3,—2) + A3 (3, —3)

b) Per trobar les rectes que contenen les mitjanes primer trobem els punts mitjos de
cada segment:

Map = —— = (L1)
A+C 5 1

Mo = — (2 -
A 2 (2’ 2)
B+C 3 1

Mpe = — (2 =
Be 2 (2’ 2)

Els vectors directors seran:
MupC =C — Map = (3,-2) — (1,1) = (2,-3)

) 5 1 5 3
MaeB = B — Mye = (0,1) - (_ __> _ (_5’_)

27 2 2
- 3 1 13
MpocA=A— Mpc=(2,1) - <§, —§> = (57 5)

7 l@S rectes seran:
(iL‘, y) = MAB + )‘(27 _3)

5 3
- M A =2 2
(z,y) Ac + 2,2>

(
(7,y) = Mpc + A (1, §)
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Exercici 109.
Donada la recta r: 22 — 3y +4 = 0:

a) Doneu-ne un vector director
b) L’equacié vectorial de la recta paral-lela a r que passa pel punt (1,1).

c) L’equacié vectorial de la recta perpendicular a r que passa pel punt (1,1).

Exercici 110: Pg. 132 n° 20.
Classificar les rectes

Solucio.

a) Un vector director de la segona recta és v = (1,2), ja que esta en continua. El
pendent d’aquesta recta sera doncs % 2 # % Com les rectes tenen pendents
diferents seran secants.

b) La 2a equacié és la primera multiplicada per —2. Per tant, les rectes son la
mateixa perque es tracta d’eractament la mateiza equacio

¢) Els gradients son proporcionals (i per tant també els vectors directors). Per tant,
les rectes tindran la mateiza direccio. No obstant, el terme independent, C, no
manté la mateiza proporcio:

3 =3 7
1-17 3

Per tant, les rectes no tenen cap punt en comi i seran paral-leles. Fixem-nos que
aizo voldra dir que el sistema

3r—3y+7=0
r—y—3=0

no té solucié (és un sistema incompatible).

d) Un wvector director de la primera és el (2,—3), i un de la segona és el (2,—3)
(girant 90° el gradient). Per tant, les dues rectes tenen la mateiza direccid. Per
veure si es tracta de la mateixa recta o son paral-leles comprovem si un punt de
pas de la primera, el (1,2), ho és també de la segona:

3.142.-2-620 X

Com no es compleix les rectes seran paral-leles.
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Exercici 111: Pg. 132 n° 23.

Discutir la posicio relativa de les rectes

gr—2y+4=0 x+(q—-3)y—7=0

Solucio.
Mirem en quin cas les rectes tindran la mateixa direccio. En cas contrari sequr que
seran secants i es tallaran en un punt.
Comengant trobant vectors directors de cadascuna d’elles: (2,q) i (¢ — 3, —1) girant
els gradients 90°. Mirem ara per quin valor de q aquests vectors tenen la mateiza
direccio, cosa que es complira quan:
g -1 _ 2 _ _ _
5—(1_—3:>q(q—3)——2:>q —3¢+2=0=¢qg=10qg=2
Per tant, ja sabem que si ¢ # 1 i q # 2 les dues rectes seran secants. Mirem que
passa en cadascun d’aquests casos.

e Siqg=1 les dues rectes quedaran:
r—2y+4=0 r—2y—7=0

Clarament les rectes son paral-lels ja que les equacions s’estan contradien i el
sistema no pot tenir solucio. Fizem-nos que també podem dir que els gradi-
ents son proporcionals pero en canvi el terme independent no respecte aquesta

Proporcio:
1 =2 4

1 =27 =7
Per tant, si ¢ =1 les rectes seran paral-leles.

e Siq =2, les rectes seran
20 —2y+4=0 r—y—7=0

El gradients son proporcionals, pero altre cop el terme independent no respecte

aquesta proporcio:
2 =2 4

1 -1 =7
Fizem-nos que aixo vol dir que els equacions s’estan contradient.
Per tant, si q = 2, les rectes seran paral-leles.

145



Albert Granados Corsellas CAPITOL 5. GEOMETRIA PLANA

Exercici 112: Pg. 135 n° 25.
Determinar l'equacio de la recta perpendicular a la recta y = %x — 6 7 que passa pel
punt d’inteseccio de les rectes

r+y+9=0 r—2y+3=0

Solucio.

Comencem trobant el punt de tall de les dues rectes resolent el sistema
r+y+9=0
r—2y+3=0

La solucié d’aquest sistema és el punt (=7,—2). Busquem ara quina ha de ser la
direccio de la recta. Com tenim el pendent de la primera recta, podem trobar-ne un
vector director, ja que només haura de complir

(%) 3
U1 4

Per exemple, el vector ¥ = (4,3) servira. Com la recta que ens demanen ha de tenir
direccid perpendicular a U, un vector director serd el vector (3,—4). Com no ens
demanen l’equacio en cap forma concreta, podem donar-la en vectorial:

(x,y) = (=7,—-2) + X\(3, —4)

Exercici 113.
Trobeu l’area del triangle de vértexs A= (1,1), B =(3,-2) i C = (0,1).

Solucié.

L’area d’un triangle la trobem multiplicant una base per laltura entre 2 (és la meitat
de la del rectangle que conté el triangle i tenen un costat en comi). La base és un
dels costats, per exemple el costat AB, que sera:

IAB| =B — All = ||(2, -3)Il = V13

Pel que fa a Ualtura corresponent al costat AB, sera la distancia entre el punt C i la
recta que conté el costat AB; tenim una formula que ens la permet calcular facilment.
Per trobar aquesta recta sabem que un vector director sera AB = (2,—3), i un punt
de pas el punt A (el B també serviria). Per tant, tenint en compte que, en la forma
general, els coeficients de x i y son el gradient (perpendicular al vector director),
tindrem

r:3r+2y+c=0
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Per trobar ¢ imposem que la recta passi per A:
3:-1+42-1+¢c=0=—=c=-5

Per tant, la recta sera:
r:3rz+2y—5=0

Ara, Ualtura sera:
3-0+2-1—05] 3
h=d(C,r)= =
(Er) V32 422 V13

Per tant, [’area sera:

|AB)|-d(C.r) ¥ 5 8,
2 2 2

L’area doncs sera % Sovint, per enfatitzar que es tracta d’una area, se sol incloure
la unitat u* per indicar-ho.

Exercici 114: Pg. 135 n° 30.
Trobeu els valors de q que fan que les rectes

roqr—y+2=0 s:(¢g+2)z+(2¢+1)y=0

siguin perpendiculars.

Solucio.
Podeu veure la solucio en 'applet de Geogebra:

https: //www. geogebra. org/m/ gexddjqq
Com les rectes estan en forma general, facilment podem trobar els vectors gradient:

Recta r — i = (q, —1)
Recta s — t = (q+2,2¢ + 1)

Glirant-los 90° tenim vectors directors:

Recta r — v = (1,q)
Recta s — W = (2¢+1,—q — 2)

Per imposar que les rectes siquin perpendiculars tenim diferents opcions:
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Opcio 1 Imposar que els vectors directors siguin perpendiculars; és a dir, que el seu
producte escalar sigui nul:

T =(1,9)- (20+1,—¢—=2) =2¢+1-¢*~29=0=|g=1]| 0|g = —1]

Opcio 2 Imposar que els vectors gradients siguin perpendiculars:

Tt=(q,—-1) (q+220+1) =¢*+2¢—2¢—1=0=[g=1] o[g= —1]

Opcio 8 Imposar que el gradient d’una recta i un vector director de [’altra siguin
maltiples (tinguin la mateiza direccid):

U=\ =

q=A2¢+1)
—1=X-¢q-2)

Resolent els sistema trobem dues solucions:

g=11)=

W =

g=-1ix=1

Exercici 115: Posicié del baricentre.

Suposeu que els punts A, B 1 C' determinen un triangle. Demostreu que el seu
baricentre (punt on es tallen les mitjanes) es troba a % des del punt mig d’un costat
cap al vertex oposat.

Solucio.

Per trobar el punt on es tallen les mitjanes hauriem de trobar primer les equacions
de les rectes. El més facil és escriure-les en vectorial per evitar treballar amb les
coordenades dels punts (6 variables!), tot i que després sigui una mica més complicat
trobar-ne la interseccio.

Comendem trobant els puns mitjos dels segments:

A+ B
Punt mig AB :— M, = ;

A+C
Punt mig AC' :— My = er
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Ara, les rectes en forma vectorial quedaran:

— > A+ B A+ B
Mitjana AB — (z,y) = My + A\ - MC = + —|—/\1-(C'— ; )
A+ B
— A A
Mitjana AC — (z,y) = My + Ay - MyB = +O—|—/\2~<B— ;C)

Ara trobem el punt on es tallen igualant les equacions i resolent per A\ i Ag:

A+ B 20—-A—-B _A/+C 2B—A—-C
] +)\1( 5 )— 7 +)\2<—2 )

Desfent els paréntesis i operant arribem a l’equacio:

(1=M—=2X) B—(—A) A+ 2\ + A —1)-C =0

Una opcio és que els tres coeficients siguin els exactament 0, d’on traiem les equaci-

ons:
1 - /\1 - 2)\2 = 0

)\1 - )\2 - O
2)\1 + )\2 —1= O
De la segona equacio trobem \i = )Xo, i substituint a les altres obtenim:

1—/\1—2)\1:0:>)\1:

2/\1+>\1—1:O:>)\1:

Wl =Wl ==

Com totes dues equacions tenen la mateixa solucio, A\ = % = Ao, aquesta sera una

solucio del sistema. A més, com aquest només en pot tenir una (les rectes es tallen
en inic punt, si els punts no estan alineats), aquesta ha de ser la solucid del sistema.
Per tant, el punt de tall sera:

e ——

1 —— 1
M1+§M10:M2+§MQB

1 per tant el baricentre es troba a un ter¢ de la distancia entre el punt mig d’un
segment 1 el vertex oposat.
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Exercici 116: Pg. 144 n°30.
El costat desigual d’un triangle isoscel-les es troba sobre la recta y = x, i el vertex
oposat és el punt C' = (0,4). Trobeu els altres vertes.

Solucié.

Podeu sequir les solucions proposades per aquest exercici a ['applet de geogebra:

https: //www. geogebra. org/m/ npkfzcddb

Opcio 1 Solucio proposada per Roger Castells.

1.1

1.2

Trobem primer el punt M que divideiz el costat AB en dos. Com el
segment AB es troba sobre la recta r : y = x, aquest punt serd la
interseccio entre aquesta reta 1 la recta, s, perpendicular que passa per
C. El vector gradient de s és un director de r, un vector director de r
és el (1,1), ja que la recta té pendent 1. Per tant, la recta r té la pinta:

r+y+c=0
Trobem ¢ imposant que passi per C' = (0,4):
O+44+c=0=—=C=-4

Ara, per trobar M mnomés caldra resoldre el sistema

y=z
r+y—4=0

d’on M = (2,2) (es pot resoldre facilment per substitucid).

Ara, recordem que el punt B es troba a distancia 2 de M sobre la recta r.
Aixo ens defineix un triangle rectangle de hipotenusa M B, que medeix
2, 1 que esta sobre la recta y = x. Com la recta té pendent 1, els angles
aguts son de 45° i, per tant, els catets faran /2 cadascun. Per tant,

per trobar B, només caldra sumar v/2 a cadascuna de les coordenades
de M :

B=(2+V2,2+2)

Procedint similarment (restant), trobem que
A=(2-v2,2-V2)
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Opcio 2 Solucio proposada de Roger Olalla, Martina Munoz, Marta Puig i Beth
Muizi.
2.1 Trobem M de la mateiza manera que abans.
2.2 Ens prequntem quins punts de la recta y = x estan a distancia 2 de M.
Amb aizo hauriem d’obtenir una equacio la solucio de la qual son els
A i B que estem buscant. Un punt qualsevol de la recta y = = és de la

forma Q = (x,z). Ara, només caldra imposar que estigui a distancia 2

de M :
IMO|| =2 <= |0—M||=2<=/(z—22+ (z—2)2=2

Fizem-nos que el que estem buscant de fet és la inteseccio entre la cir-
cumferéncia de centre M 1 radi 2 amb la recta y = x.
Elevant al quadrat les dues bandes obtenim [’equacio

2(r —2) =4

les solucions de la qual son 2 + /2. Per tant, els punts que estem
buscant seran:

B:<2+\/§,2+\/§>
A:(Q—\/§,2—\/§>

Opcio 3 Solucio propsoada per Alex Palomas.
La idea consisteix en trobar el punt B imposant que la projeccio del vector
BC sobre la recta r valgui 2. Recordem que la projeccio d’un vector sobre
una direccio s’obté fent el producte escalar entre el vector i el vector que dona
la direccié normalitzat (amb modul 1). Per tant, els punts els trobarem fent:

3.1 Trobem un wvector, U, director de la recta que tingui modul 1 i apunti
de B cap a M. Aleshores tindrem que

BC - T =||BC|| - ||Z|| - cosf = | BC| - cos§ = 2
1

El vector (—1,—1) normalitzat servira. Com aquest té modul \/2, el
vector normalitzat sera:

»_@_(_L_L>_ V2 V2
T U we) T

Ara momés cal calcular el producte escalar i igualar a 2.
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3.2 Com el punt B es troba sobre la recta y = x, aquest sera de la forma
B = (b,b). Per tant, l’equacid sera:

BC T=2=(C—B)-T=2=

b\/_—(4—b)ﬁ:2(:>M:m:,(b_z)ﬁ:m:»b:
2 2

Per tant, el punt sera:

B = <2+\/§,2+\/§>

3.8 Fent el mateix amb els vectors A—é 1 (
V3)

Opcio 4 Opcio alternativa

\%,\%) trobem A = (2 —+/2,2 —

4.1 Trobem M = (2,2) com en opcions anteriors.

4.2 Trobem un vector director de la recta r que tingui modul 1, com abans:

s (4]

NG 27 2

.3 Am, podem obtenir A 1 B simplement allargant el doble aquest vector 1
)
posant-lo sortint de M :

B:M+26’:(2,2)+2<§,§> = (2+\/§,2+\/§)

A=M-2T = = (2-V2,2-2)

Exercici 117.
Determineu el punt d’interseccio entre la recta en forma parametrica

' r=—4k —6
"Yy=2%2

r=9

1 la recta vertical

2
24 - =2-
2
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Solucio.
Substituint x = 9 a l’equacio de la recta r trobem k = —%. El valor de y corresponent
sera: y = —+-. Per tant el punt sera (9, —41).

Exercici 118: Interseccié entre rectes.
Determineu l'equacic general associada a la recta v expressada en forma vectorial

ro o (z,y) =(2,-3) + \(—4,7)
Determineu també el seu punt d’interseccio amb ['eix x.

Solucié.

Trobem primer un vector perpendicular a la recta, per exemple canviant [’ordre de
les coordenades del vector director i el signe d’una d’elles: (7,4). L’equacid general
serd de la forma Tx + 4y + C = 0. Per trobar C' imposem que passi pel punt (2, —3):

7244 (-3)+C=0=C=-2,

1 l’equacio general és
Tr+4y —2=0.

Per trobar el tall amb [’eix ho podem fer tant fent servir la forma vectorial com la
general. A la vectorial hauriem de trobar primer el valor del parametre A quan y = 0

(eix x). Es més facil amb la general. Fenty = 0 trobem x = 2. El punt de tall és

7
dones (2,0).
Exercici 119: Trobar el circumcetre.

Determineu les coordenades del circumcentre de vertexs A = (8,9), B = (6,—3) 1

O = (—4,6).

Solucio.

El circumcentre és el punt on es tallen les mediatrius d’un triangle, que son les rectes
perpendiculars a cada costat passant pel punt mig d’aquest. Només caldra trobar-ne
dos 1 trobar el seu punt de tall. La tercera mediatriu hauria de tallar les altres al
mateir punt.

Trobem les mediatrius dels costats AB i BC, per exemple. Les podem escriure en
forma general, que és la forma més senzilla alhora de trobar interseccions, ja que
només cal resoldre un sistema.

Un vector perpendicular a la mediatriu AB és el mateix vector

AB=B—A=(-2,-12)

Podem canviar el sentit al vector perque les coordenades ens quedin positives i dividir
entre 2 per aixi facilitar els calculs. Aixi la mediatriu del segment AB sera de la
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forma x 4 6y + C = 0. Per trobar C' necessitem un punt de pas, que és el punt mig

del segment AB:
A+ B

2

= (7,3).

Substituint trobem C' = —25.

Fem el mateix per trobar la mediatriu del costat BC. Un wvector perpendicular és
(—10,9), i un punt de pas és el (1,%). Amb aizo trobem [’equacid general de la
mediatriu del costat BC':

7
—10x+9y—§:0=0.

Per trobar el circumcentre només cal trobar el punt de tall entre les rectes resolent

el sistema
x4+ 6y —25=0

3

191 503

68 136 )
Exercici 120: Posicié relativa de rectes.
Estudieu la posicio relativa de les rectes

{2x:2y+5

que dona

r+2=(k-3)y
en funcio del parametre k.

Solucio.

Basicament hi ha dues opcions, o es tallen o no es tallen. En cas que no es tallin,
seran la mateiza o bé paral-leles. Aixo es pot determinar de varies maneres.

Opcid 1:

Des del punt de wvista geometric, només cal mirar ’angle que formen els vectors
directors. En cas que no es tallin [’angle sera de 0° o 180°. Si l’angle no és ni 0 ni
180 aleshores es tallaran.

Primer trobem els dos vectors directors. Escrivint-les en forma general tenim

20 —2y—5=0
r—(k=3)y+2=0

Els vectors (2,—2) i (1, —(k — 3)) son vectors perpendiculars a les rectes. Per tant,
els vectors directors seran (2,2) i (k —3,1). El primer el podem dividir entre 2 per
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facilitar els calculs, i sera el (1,1). Mirem l'angle entre aquests vectors fent servir
la relacio que hi ha entre el producte escalar i [’angle, 0, entre dos vectors:

(L,1) - (k=3,1) = [|(1, )] - [I(k = 3,1)|| cos 6.
Les rectes no es tallaran quan cos® = 1, i per tant haurem de resoldre ’equacio

(1,1)- (k=31 =|[(L,D)]|- |(k=3,1)|| = k+4=v2/(k—3)%+1,

que només té una solucio k = 4. En aquest cas, caldra veure si les rectes son la
mateiza o bé son paral-leles. Substituint k = 4 ens queden les rectes

20 =2y —5=0
r—y+2=0

Les rectes no son la mateiza i per tant son paral-leles (fiveu-vos que els vectors per-
pendiculars (2,—2) i (1,—1) son proporcionals). Aizo es pot veure a vista, ja que la
parta literal de la segona equacio €s la de la primera dividida entre 2, pero el terme
independent no. També es veure agafant qualsevol punt d’una de les rectes i compro-
vant que l'altra no hi passa. Per exemple, la segona recta passa pel punt (0,2) pero
la primera no perque aquest punt no compleix la primera equacio.

Finalment, les rectes es tallaran si k # 4. Podem destacar el cas en que les rectes
son perpendiculars. Aizo passa quan cos = 0, i per tant ens queda [’equacio

(1,1)- (k—3,1) == k+4 =0,

que té solucio k = —4.

Opcio 2:

Agrumentant de la mateixa manera, les rectes es tallaran quan els vectors directors
siguin linealment independents: és a dir, quan no siguin “multiples”. Dos vectors
directors els podem trobar girant els vectors perpendiculars 90°: (2,2) i (—1,k — 3).
Per tal que siguin un maultiple de l’altre, si mirem la primera coordenada, haurem de
multiplicar el segon per —2, ja que —1-(—2) = 2. La segona coordenada també ho

haura de ser: (k—3)(—2) =2, que passa quan k = —4. Per veure que son paral-leles
quan k = —4 ho podem fer igual que abans.
Opcio 3:

Les dues rectes es tallaran quan el sistema sigui compatible determinat. En tractar-se
d’un sistema de només dues incognites, aixo passara quan

2(—(k—3)) —(=2)-1#£0,

cosa que passa quan k # 4.
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Exercici 121: Recta perpendicular.
Determineu ’equacié de la recta perpendicular a la recta (z,y) = (4, —5) + A(3, —2)
i que passa pel punt (3,—6). Escriviu-la en forma explicita.

Solucio.

Altre cop tenim diferents opcions.

Opcio 1:

Escrivim la recta que ens demanen primer en forma vectorial i després la passem a
explicita. Necessitem un punt de pas, el (3,—6), i un vector director. Aquest segon
serd perpendincular a (3,—2), que és el vector director de la recta v. Només caldra
girar-lo 90° ¢ obtindrem la recta que ens demanen en forma vectorial:

(x,y) = (3,—6) + A(2,3).

Per passar-la a forma explicita només cal que aillem X\ de les dues components i
wqualem:

z—3
N\ =
2
y+6
A= "—
3
Igualant obtenim
r—3 y+6
2 3
1 atllant y
3
y=g(-3)-6
Opcio 2:

Escrivim la recta en forma general v després la passem a explicita. Un vector per-
pendicular a la recta que ens demanen és un vector director de la recta r. Per tant,
la recta sera de la forma

3r—2y+C =0.

Trobem C' imposant que passi pel punt (3,—6): C = —21. Per tant, en forma

explicita la recta sera
3z — 21

Y= 5

Evidentment, ens dona el mateix resultat (només cal operar una mica el resultat de
la primera opcid).
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Exercici 122: Trobar el punt simetric.
Determineu el punt simétric de Q = (—4,2) respecte la recta v : (x,y) = (4,—1) +
A(—3,4)

Solucio.
Tenim diferents opcions.
Opcid 1:
Sequrament la més rapida. St al punt Q) li sumem un vector de modul el doble de
la distancia entre QQ i r i que sigui perpendicular a aquesta tindrem el punt que ens
demanen.
Per trobar un vector perpendicular simplement girem 90° el vector director de la recta:
(4,3). Ara trobem la distancia entre @ i r. Si volem aplicar la famosa férmula,
haurem de tenir la recta en forma general. Aillant A a les dues coordenades i fent
tqualacio tenim

r—4 y+1

-3 47

i la forma general de la recta és
dr + 3y —13=0
Ara podem trobar la distancia entre Q) i r

CJe(—4)+3-2-13 23
Q) = V1619 ~ 5

Ara, per tal el modul de vector perpendicular sigui el doble de la distancia entre la
recta i el punt @), simplement el normalitzem (fem que tingui modul 1 dividint entre

el seu modul) © multipliquem per d(Q,r). El seuw modul és \/16 +9 = 5, per tant el
simetric sera

a2 B = oz 220 - (2 ).

Opcio 2:

Més laboriosa pero contructiva: al punt @ lv sumem dues vegades el vector que va
de @ a la interseccio de la recta perpendicular a r passant per Q) i r. Es a dir,
considerem la recdta s perpendicular a v i que passa per Q. Trobem la interseccio
(R) entre v i s. El punt simétric sera

Q+20R
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Trobem primer la recta s. Un vector perpendicular a s ['obtenim-4 girant 90° el
vector (4,3). L’equacid general d’s sera de la forma

3xr—4y+C =0.
Trobem C' imposant que passi per Q:
3(-4)—4-24+C=0= C =20.
Ara trobem el punt R, interseccio de s i r resolent el sistema

dr+3y—13=0
3v—4y+20=0

& 119
h= (‘%%)

Q2. Qh=Q+2 (R-Q =2r-Q(

que té per solucio

Per tant, el punt simétric sera
84 188
257 25

Exercici 123: Vectors formant un angle determinat.
Determineu els dos vectors que formen 36° amb el vector (—0.2,1.7) i que tenen
modul 1.

Solucio.

Opcid 1 Suposem que els vectors que ens demanen tenen coordenades (a,b). El
producte escalar ens relaciona vectors amb els angles que formen:

(a,b) - (=0.2,1.7) = [|(a, b)[| - [|[(=0.2, 1.7) | cos(36°).
A aquesta equacio hi hem d’afegir [’equacio

(@, D)l = Via* + b =1

Aizo ens dona un sistema d’equacions no lineal:

—0.2a+1.70=1.34
Vaz+b2=1
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Opcio 2

amb dues solucions. Amb una mica de paciéncia es pot veure que les solu-
cions son

a=—0.678 a = 0.489

b=0.734 b= 0.872
La qual cosa ens dona els dos vectors

(—0.678,0.734)  (0.489,0.872)

Alternativament, podem fer servir complexos per trobar-los. Passem pri-
mer el vector a polar: El modul del complex sera

V0.224+1.72 =1.712
i l’angle

1.
f = arctan (772) + 180° = 96.71°

Fizem-nos que cal sumar 180° perqué el complex es troba al segon quadrant.
Ara només caldra dividir pels complexos 1.712360 7 1.712_360 per tal de girar
36° i obtenir un complex de modul 1.

Auixi obtindrem:

171206710

— - — 1l132.71°
1360

171206710

- — le0.71°
17360

St ara els passem a binomica trobarem els vectors girats:

L9710 = 1 - (cos(132.71) 4 isin(132.71)) =
= —0.678 + 0.7341

Leo.710 = 1+ (cos(60.71) + isin(60.71)) =
= 0.489 + 0.8721¢
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5.3 Rectes al pla i circumferencies

Exercici 124: Pg. 168 n° 4.

Trobeu l’equacid de la circumferéncia que passa pels punts A = (1,2) ¢ B = (3,4) i
té radi 4.

Solucio.

D’entrada observem que de fet hi haura dues solucions! I també més d’una opcid per
trobar-les

Opcié 1: Com sabem el radi, només ens caldria trobar al centre. Aquest estara
a distancia 4 dels punts A i B; fitem-nos que aquest punt no és unic, n’hi ha dos.
Si anomenem C' = (x,y) al centre, aquest haura de complir

d(A,C)=/(x—1)2+ (y—2)> =4
d(B,C) =+/(x —3)2+ (y —4)2 =4

D’aqui s’obté un sistema d’equacions bastant molest de resoldre. Mirem doncs una
altra opcio.

Opcio 2:

Observem que el triangle ABC' és isosceles; els costats iguals valen 4 (el radi de
la circumferéncia), i el desigual mesura H@H = /22422 = 2V/2. Si considerem
M = AJFTB = (2,3) el punt mitja del segment AB, aleshores els segment MC' és
Vatura d’aquest triangle. Com el triangle AMC' és rectangle, la hipotenusa €s 4 1 un
catet val ”AQ—B” = /2, laltre valdra ||J\TC)H = /16 — 2 = /14. Per tant, el centre que
busquenﬁ)@m‘ un punt que esta a distancia /14 de M en la direccid perpendicular al
vector AB = (2,2), (2,-2) o bé (—2,2). Ara necessitem que aquests vector tinguin
modul \/14. Per fer-ho, els normalitzem (dividint entre el seu modul, que és 2\/5) 1
multipliquem per \/14. Aizi obtindrem dues opcions pel vector MC':

R

Nivs <;j§> — (VAT

Per tant, C' sera
C=M+NW7,—VT)=2+V7,3-V7)
C=M+ (—V7,V7)=2-V7,3+V7)
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Finalment, obtenim [’equacio de les dues circumferéencies,

(x—2-V7)? +(y—3+V7)? =16
(r =24+ V7’ + (y —3—V7)? = 16.

Exercici 125: Pg. 168 n° 5.
Trobeu l'equacid de la circumferéncia amb centre C = (2, —5) i que passa pel punt
P=(-1,-3).

Solucié.
Només ens cal trobar el radi, que és d(P,C) = /3% + (—2)? = +/13. Per tant, la

circumferencia sera
(x —2)*+ (y+5)* = 13.

Exercici 126: Pg. 168 n°9.
Escriure 'equacio de les circumferéncies segiients:

a) De centre (2,—4) i tangent a l’eix de les abscisses.
b) De centre (—5,2) i tangent a l’eiz d’ordenades.

Solucio.

En tots dos casos ens cal saber el radi. Com la circumferéncies han de ser tangents
als eixos els radis seran la distancia del centre als eixos. Aquestes distancies son
precisament el valor de les coordenades del centre. Aixi, pel primer cas el radi sera
la distancia del centre a l'eix horitzontal, que és la coordenada y del punt (2, —4) (en
valor absolut!), 4. En el segon cas el radi serd la distancia del punt (—5,2) a ['eix
vertical, que és la coordenada x d’aquest punt (en valor absolut), 5. Per tant, les
circumferencies que ens demanen seran

(x=2)"+ (y +4)* = 16
(z+5)*+ (y — 2)* = 25.
Exercici 127: Pg. 169 n° 10.

Trobeu l’equacio de la circumferencia que és tangent a la recta r : y =x + 1 al punt
d’abscissa 3 i passa pel punt A = (3,—1).

Solucié.
Opcid 1:
Busquem una equacio de la forma

(r—a)*+ (y—b)?* - R*=0,
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tenim per tant 3 incognites.

Que sigui tangent a la recta y = x + 1 al punt d’abscissa 3 wvol dir que ha de ser
tangent a la recta al punt que té x = 3, és a dir, al punt (3,4). Per tant, ja tenim
dos punts de pas, el (3,4) i el (3,—1). Imposant que la circumferencia passi per
aquests dos punts obtenim dues equacions:

B—a)+(4—-0)>*-R*=0
(3—a)?+(—=1—-0b)?—R*=0.

Restant les dues equacions obtenim
(4—b)2—(—1—b)2:16—8b—1—2b:O—>b:g

Necessitem més condicions per trobar a i R. Com ha de ser tangent a la recta aquesta,
sabem que el centre ha de d’estar contingut a la recta que és perpendicular a la recta
y = x + 1 i que passa per (3,4). Escrita en forma explicita, aquesta recta és de la
formay = —x+ D, ja que ha de ser parallela a la bisectriu del 4rt quadrant. Trobem
D imposant que passi per (3,4): D = 7. Una altra opcid és la segiient: escrivint la
recta y = x + 1 en forma general obtenim y—x —1 = 0. Girant 90° el vector (1, —1)
obtenim un vector perpendicular a la recta que estem buscant, i per tant, en forma
general, sera de la forma y+ x + M = 0. Imposant que passi per (3,4) obtenim
M = —7, i la recta és la mateiza que haviem trobat per [’altre metode.

El fet que el centre hagi d’estar a la recta y = —x + 7 ens dona una relacio entre a i
b:

b=—a-+T.

Com ja tenim b d’aqui obtenim a:

311
“ 2 9

Ens falta trobar el radi. El podriem obtenir aillant R a qualsevol de les dues equacions
ja que ja sabem els valors d’a i b. També podem trobar R calculant la distancia entre
el centre 1 qualsevol dels dos punts de pas, per exemple

w=foa-(3|-VE) () -

Per tant la circumferéncia quedaria

112+ 3\ 2 _,
T Y79 2 —
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Opcid 2:

El punt d’abscisses 3 de la recta és el punt B = (3,4). Sabem que el centre esta
situat a la recta perpendicular a r i que passa per B = (3,4), que és x +y — 7 = 0.
Busquem ara un punt d’aquesta recta que estigui a la mateiza distancia d’A que de
B. Com, escrit en coordenades, un punt de la recta és de la forma T = (x,7 — x),
la condicio

d(T, A) = d(T, B)

es pot escriure com l’equacio

(=32 +(T—2+1)=(2—-3)+(7T—x—4)>

que té només una solucio 1 €s x = % Per tant el centre sera
11 11 11 3
C=(—T7T——)=—,=]-
(57-%)=(%3)
El radi el trobem com abans, calculant la distancia d(C, A) = \%, 1 lequacio queda
com abans.

Exercici 128: Circumferéncia circumscrita, Pg. 169 n° 11.

Trobeu equacio de la circumferéncia circumscrita al triangle de vertexs A = (1, 1),
B=(-2,0):C = (0,-3).

Solucio.

Ens cal trobar el circumcentre del triangle, que és el punt on es tallen les mediatrius
(perpendiculars a les bases passant pel punt mitja). Amb que en trobem dues ja
tindrem prou, perque la tercera passara pel mateiz punt. Per exemple, trobem les
equacz’owe les rectes_que contenen les mediatrius dels segments AB ¢ BC. FEls
vectors BA = (3,1) i BC' = (2,—3) son perpendiculars a aquestes rectes, i com a
punts de pas tindrem els punts mitjants M = AJ’TB = (—%, %) i N = % = (-1, —%),
les rectes seran

1 1
Jxr+y+D=0 — 3<—§)+§+D:0 3x+y+1=0
/ 3 , 3)
20 —3y+D' =0 —2(—1)—3 —3 +D =0 2x—3y—§:O
Ara el circumcentre el trobarem resolent el sistema
Jr+y+1=0
5
20 —3y——==0
T Y 5
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1 1
po (L1 1Y)
227 22

Ara només ens caldra trobar el radi. Com la circumferéncia que estem buscant és la
circumscrita, passa pels tres vertexs; per tant, el radi sera la distancia del centre a
qualsevol dels vertexs:

1\? 19\ 2 232 1+ 412
—d(E.A) = 1+ — T+ ) =4/
R =d(E, 4) \/(+22>+(+22) 222

1 per tant la circumferéncia que ens demanen sera

. 1 2+ +19 232 4 412
T+ — — | = —
22 Y759 9292
Exercici 129: Pg. 169 n°12.

Trobeu l’equacid de la circumferéncia de centre C' = (2,—3) i tangent a la rectda
r:3rv+4x+1=0.

que té per solucio el punt

Solucio.
Només ens cal saber el radi, que sera la distancia del punt C a la recta r. Fent servir
la formula de la distancia d’un punt a una recta obtenim

3244 (=3)+1]
1/32_*_42

Per tant, la circumferencia que ens demanen sera

1.

R=d(C,r)

(x—2°+(y+3)?>=1

Exercici 130: Pg. 170 n° 20.
Trobeu les equacions de les rectes tangents a la circumferencia

24y —6r—4y+9=0

que passen pel punt exterior P = (—2,0).

Solucio.
Opcio 1:
Calculem el centre i el radi de la circumferencia, escrivint la seva equacio de la

segient manera
(=32 +(y—22—4=0.
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Per tant, el seu centre és C' = (3,2) i el seu radi és R = 2.

Si diem M M’ els punts de tangéncies, els triangles CMP 1 CM'P sén rectangles,
essent els angles rectes els coresponents als punts M i M'. Les_h)z'potenuses d’aquests
triangles son la mateiza i és el segment CP, que té modul ||CP| = /(—5)?+ 22 =
V/29. Per tant, per Pitagores trobem que els catets MP i M'P wvalen /29 — 4 = 5.
Busquem doncs quins punts de la circumferéencia estan a distancia 5 del punt P.
Aizo €s equivalent a trobar la solucio del sistema

(=3 +(y—22—4=0
(x+2)*+y*=25
Aillant y de la segona equacio i substituint a la primera trobem les solucions

47

:3 = —
T T 29,

que ens donen els punts

M = (3,0)
A (A7 100
29" 29 )

Per tant, en forma vectorial, obtenim les rectes

(z,y) = P+ \-PM = (=2,0) + A(5,0)
105 100)

Opcid 2: Les rectes que estem buscant han de tallar una, i només una, vegada la
circumferencia. Escrivint una d’ells en forma explicita © imposant que passi pel punt
P obtenim que és de la forma y = mx + 2m = m(x + 2). Ara hem d’imposar que el
sistema

2 +y?—6x—4y+9=0

y=m(z+2)
tingut només una solucio. Fent substitucio obtenim [’equacio de segon grau

2%+ m*(x +2)% — 62 — dm(x +2) + 9 =0,

que operant una mica i agrupant queda

(m® + 1)2® +2 (2m* — 2m — 3) z + 4m> — 8m + 9 = 0.
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F

Figura 5.1: Rectes tangets a la circumferencia passant per un punt

Per tal que només tingui una solucio necessitem que el discriminant sigui nul:

A= (2(2m?—2m—3))" —4(m® +1) (4m® — 8m +9) = 0.
P : T

Operant, 'equacio queda
21m? — 20m = 0,

donm=01im= %. Substituint ens queden les equacions de les rectes

y=0
2040
Y=o51" T aor

Fizem-nos que son les mateizes rectes que ens havien sortit abans, ja que % = %.

Opcio 3:

Fizem-nos que el punt P queda a la mateiza alcada que el punt més baix de la
circumferéncia. En efecte, si al centre (3,2) li restem el radi en queda el punt M =
(3,0), que esta a la mateiza al¢ada que el punt P = (—2,0). Per tant, una de les
rectes sera la recta y = 0. Per trobar ’altra, només cal calcum el seu pendent. Segons
la figura el pendent de la recta serd tan(2«). Com sabem que tan(a) = % = %,

aplicant la formula de ’angle dobe obtenim

2tan(a) 3 20
3=

tan(20) = ———~ = 5+ = —
an(2) 1 —tan?(a) 22 21’

(S

20

51T+ m i, imposant que passi per P obtenim

1 laltra recta sera de la forma y =

0 s 20 40
i la recta seray = 57x + 5.

n:ﬁ,
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Trobeu lequacio de la circumferéncia circumscrita al triangle A = (0,—-3), B =
(=3,0) i C = (1,1) de dues maneres:

a) Trobant el circumcentre del triangle
b) Imposant que passi pels vértexs

Solucio.

a) Com el problema 128
b) L’equacio de la circumferéncia sera de la forma
(z —a)®*+ (y —b)* = R?

on (a,b) és el centre i R el radi. Cal trobar aquestes tres incognites imposant que

la circumferéncia passi pels tres punts. Aizo porta al un sistema de tres equacions
i tres incognites:

Exercici 132: Posicié relativa recta-circumferencia.
Determineu la posicid relativa de la recta 2o —3y+4 = 0 respecte de la circumferéncia
de centre (4,3) i radi r = 5.

Solucio.
Opcioé 1: mirem el nombre de solucions del sistema.

(z—4)" + (y — 3)* = 5*

Opcio 2: calcular la distancia del centre a la recta.

20 +3y+4=0 }

2-4-3-3+4] 3
224 (=32 V13

d(C,r)

Com
d(C,r) <R

aleshores son secants (es tallen en dos punts).
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Exercici 133: Circumferencia circumscrita.

Trobeu l'equacio de la circumferéncia circumscrita al triangle A = (1,1), B = (0,0)
i C = (2,-=5). Per fer-ho, trobeu primer el circumcentre (centre de la circumferéncia
que serd el punt de tall de les mediatrius), després el radi i finalment [’equacid.

Exercici 134: Circumferencia tangent a una recta i centre en un altra.
Trobeu ’equacio de circumferéncia de radi 2 sabent que el seu centre es troba a la
recta 2x —y + 3 =0 1 és tangent a la recta v —y — 3 = 0.

Solucié.
Podeu sequir la solucié proposada per aquest exercici amb l'applet de Geogebra:

https: //www. geogebra. org/m/ dz98qd2q

Com sabem el radi de la circumferéncia només ens caldra trobar-ne el centre: C =
(a,b). Com aquest es troba a la recta r : 2x — y + 3, aleshores, aillant y, el punt C
sera de la forma haura de ser de la forma C = (a,2a + 3).

Com la recta s : x* —y — 3 = 0 ha de ser tangent a la circumferéncia, la distancia
del centre de la circumferéncia a la recta s sera el radi. Per tant, volem que:

d(C,s) =2

Ara podem fer servir la formula de la distancia a un punt per calcular quin haura
de ser el valor de a. Fixem-nos que la recta s ja ens la donen en forma general, per
tant la distancia quedara:

_ la — (2a + 3) — 3| _ |—a — 6|
12 + (—1)2 V2

Ara, fitem-nos que, com hi ha un valor absolut, aquesta equacio tindra dues opcions:

d(C, s) =2 = |—a—6] =2V2.

—a—6=2V2=0a=—-6-2V2
—a—6=-2V2=a=—-6+2V2

Per il-lustrar-ho més facilment, observeu que aixo és el mateix que dir que
lz]=1=2=102=-1
Aquest dos valors proporcionen dos possible centres diferents:
C— (—6—2\@,2(—6—2\/5+3>) - (—6—2f,—9—4\/§)
' = (~6+2v2,2 (-6 +2v2+3)) = (~6+2v2, -9+ 4V2)
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Per tant, les dues possibles circumferéncies seran:

2 2
(x+6+2\/§> + (y+9+4\/§) =4
2 2
<x+6—2\/§> + <y+9—4\/§> _ 4
Exercici 135: Circumferéncies tangents.
Considereu la circumferéncia
c:(z—12+(y—-3?%*=16
a) Digueu si el punt (2,4) es troba dins o fora la circumferencia

b) Trobeu el radi d’una circumferéncia de centre (2,4) que és tangent a la circum-
feréncia c.

Solucio.

a) Per comprovar si el punt A = (2,4) és dins o fora només cal comprovar si la
distancia al centre, C' = (1,3), és més gran o més petita que el radi, que és 4:

ICA =[A-Cl=12~14-3)|=V2

Com V2 < 4 el punt sera interior a la circumferéncia.

Fizem-nos que aixo és equivalent a substituir el punt A a l’equacio de la circum-
feréncia i comprovar si el resultat és més gran o més petit que 16 (el radi al
quadrat).

b) Fizem-nos que, com és interior, hi haura dues circumferencies tangents a c, una
d’interior i una altra d’ezterior (vegeu la figura). El radi de la interior sera:

4 —2v2

1 el radi de Uexterior sera

4+ 2v2

Exercici 136: Interseccid recta i circumferéncia.
Determineu els punts d’interseccio entre la circumferéncia

(x—3)?+ (y—5)? =16

z=2k-+3
r:
y=6—3k

1 la recta
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Solucio.

Com tenim la recta en forma paramétrica, simplement podem substituir x iy a la
circumfereéncia i trobar el (o els) valor del parametre k pels quals es tallen. Aizxi
només hem de resoldre l’equacio

(2k +3-3)*+ (6 — 3k —5)* =16
~—— ~——

z Y

que dona

3£ V789
26

Substituint les dues solucions de k a la recta r trobem els valors de les coordenades
x iy dels (dos) punts corresponents:

(42 + /780 147 — 3\/789> (42 _ /789 147 + 3\/789)

k=

13 26 13 26
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