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Albert Granados Corsellas CAPITOL 1. SUCCESSIONS

1.1 Successions geometriques

Els primers termes d’una successio son: 15, 3, 0.6, 0.12 1 0.024.

a) Justifiqueu que es podria tractar d’una successio geometrica, i trobeu-ne la rad
Recordeu que la suma dels n primers termes d’una successio geométrica ve donada
per la formula

1=n

Sy = Zai =ag - 11__T:

=0

b) Calculeu la suma dels seus primers 8 termes (amb formula).

¢) Calculeu la suma dels seus infinits termes (noteu que |r| < 1).

Digueu si les seguients successions son geometriques o mo, tot trobant-ne la rao en
cas afirmatiu.

a) a, = < 1) d) an =577

3n
e) a, = 3—n+2

b) a, =2""?
c) a, = 3" f) an =27
Solucio.

Només cal dividir els termes consecutius i comprovar si és constant o no.

1
1Y\ a T 3" 1
+1 3n+1 _ - .
a) an:<_n = 231 = n+1:31' Geometrica, r = = 1ay =1
3 ap 3 3 3
+4
o Upt1 2n _ . . .
b) a, = 2" o = 4= t3) — 9 Geométrica, de rad r =2 i ap = 2*.
an, n+3
2(n+1)
Ap41 3 _ N . .
c) a, = 3" "= = s 32H0)=2n — 32 Qeométrica, de rad r = 3% i a; = 3
Qp,
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on—3 dn+1 pAn )3 2(n+1)—3—(2n—3) 2 Spo: L2
d) a, =5 = T = 2 = 5°. Geometrica, de rac 5° 1
Qp, n-
a1 = 5_1
. 37(n+1)+2
e) a, = 37" ot _ per 3=(tDF2=(n42) — 3= Geométrica, de rad
an, "
1
r = g 1 a; = 3.
2(n+1)2

_ on?2 Gn1 _ o(n+1)2—n? _ o2n+l
n = 2 = = 2 = 2 .
f)a G on?

quocient de termes consecutius no és constant (depén de n).

No és geometrica, ja que el

a) El vinté terme d’una progressio aritmética és 7, i la diferéncia, —0.25
b) Trobeu l’expressio del terme general i calcula la suma dels 12 primers termes.

¢) Quant val la suma dels infinits termes de la successio?

1.2 Monotonia, maxim i minims, successions fita-

des

Considereu la successio
on —1

C 3n+1

an

a) Demostreu si la successio €s creixent o decreizent, digueu si esta fitada © doneu-ne
el limit.

b) Digueu a partir de quin terme tots seran majors que 1.99

Solucié.

a) Per veure si és creizent només hem de comprovar si es compleix

(p41 > anp

13
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b)

0 no.
Operant obtenim:

an+41 Qn
6(n+1)—1 - 6n —1 (:)6n+5 >6n—1
3n+1)+1" 3n+1 3n+4 " 3n+1

Pern > 1 els denominadors son positius tots dos; per tant, els podem passar a
l'altra banda multiplicant © mantenir el sentit de la desigualtat:
6n 4+ 5 - 6n — 1
3n+4 3n+1
Alerta, si algun dels denominadors hagués estat negatiu, hauriem d’haver canviat

el sentit de la desigualtat!
Desfent els parentesis o agrupant obtenim.:

< (6n+5)(3n+1) > (6n—1)(3n+4)

18n® + 21n + 5 > 18n* 4 21n — 4
St ara ho passem tot a l'esquerra:
180> —18n* +21n —2In +5+4 > 0 <= 9 > 0

cosa que €s certa sin > 1. Per tant, efectivament, la successio €s creizent, ja que
es compleix
Qpy1 > ap Vn > 1

. Pel que fa al limit, aquest sera 2, ja que els graus del numerador i denominador
coincideizen obtenint el quocient dels coeficients:
6n — 1
im
n—+oo 3n + 1

és a dir, la successio s’apropa a 2 per l’esquerra (perqué és creizent).
Volem saber a partir de quina valor de n obtenim
a, > 1.99

Com és creizent i el seu limit és 2, la prequnta té sentit. Per trobar aquest valor
de n resolem l’equacio:

6n — 1
4y => .99 = —— =1.99 = 6n— 1 > 1.99 (3n + 1) ...n = 99.66
3n+1

Per tant, a partir de n = 100 es compleix que 2 > a,, > 1.99.
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1.3 Calcul de limits varis

Exercici 5: Pg. 201 n° 16.
Calculeu els limits de les segiients successions.

m+1  n 11
ay, = + b,=—:—
n n—+1 n?2 n

1 1 1

Cp = —5 — — d,=5:—
n2 n n

Solucié.
A la primera ens trobem la suma dues successions racionals (quocient de polinomis).
Comparant els graus veiem que totes dues son convergents i, per tant, tindrem

lim a, =2+1=23.

n—o0

En el segon cas ens trobem una indeterminacio del tipus 0/0:

lim b, =0 :0 — Indeterminacio.
n—o0

Per resoldre-la, simplement operem per tal d’escriure la successio com a quocient de
dos polinomis per comparar-ne els graus:

b—l I 1 n w 1
" n2'n o n2 1 o
que tendeizx a 0,
lim b, =0
n—oo

La tercera, com és la diferéncia de dues successions convergents que tendeizen a 0,
el limit sera

lime,=0-0=0.

n—00

La quarta sera divergent, perqué tendim a dividir 5 entre 0 podriem escriure 5/0 —
0o. De fet, si la escrivim en forma de quocient de polinomis obtenim

1 per tant
lim d,, = 0.

15
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Exercici 6: Pg. 208 n° 5.
Calculeu els segiients limits
2

n
W= (3n—5)(2—=3n) b, = _z
“ (n )( n) n+1 2
\V4n? 5
Cn:n——i-n d, == —/n
2n+3 n
n—n®+1 F 3n + n?
Cn = —— n— < 5
n? 1—n2

Solucié.
Primer provem substituim n per oo. St trobem una indeterminacio haurem d’operar.
Aizxi obtenim

lim a, = lim a, = 0o (—00) = —00,
n—0o0 n—oo

1 la primera és divergent.
Mairem la segona,

lim b,, = oo — co Indeterminacio
n—oo

on ja hem fet servir que el grau del numerador de la primera fraccio és més gran
que el del denominador. Aqui obtenim una indeterminacio del tipus oo — oo. Per
resoldre-la operem per escriure la successio com una sola fraccio:

2n’ —n(n+1) . n*-—n

lim b, = lim = lim — = oo,

perque el grau del numerador és més gran que el del denominador.

) 00
lim ¢, = —.
n—oo O

Malauradament el numerador no és un polinomi. No obstant, com el terme de grau

2 mana, podem menysprear el del grau 1, obtenint

V4n? ) 2n
= lim =
—oo 2n + 3

També podem raonar-ho d’una altra manera. En fer Uarrel quadrada d’un polinomi
obtenim una mena de polinomi el grau més alt del qual seria 1, @ el coeficient d’aquest
seria V4 = 2. Com iguala el del denominador, el limit serd % = 1. Tenim també
una opcio més rigorosa, dividim el numerador i el denominador entre n.:

VAan2+n 1/4712# /R
- n _ n _ n?
T 3 = 3
e 2+ 242

n

lim ¢, = lim

16
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1 per tant tenim
V4

lim ¢, = =1.
n—o0 2
La la quarta obtenim
lim d, =0 — 00 = —o00,
n—oo

perqué /oo = o0o.

La cinquena, simplement comparant els graus més alts, el del numerador és més gran
1, per tant, la successio sera divergent. Ara bé, com els coeficients de grau més alt
son —1 1 1, el limit sera

lim e, = —o0.
n—oo

Finalment, a la sisena, els graus del numerador i denominador coincideizen. Per
tant, el limit sera el quocient de coeficients:

, 1
=Tl
Exercici 7: Pg. 206 n° 6.
Trobar el valor de k per tal que el
kn? + 3
lim 22 g
n—oo 1 — n2

Solucié.
Com els graus del numerador numerador i denominador coincideizen, necessitarem
que el quocient de coeficients valgui 2:

k
— =2=k=-2
-1
Exercici 8: Pg. 208 n° 7.
Calculeu els segiients limits
1\™ n® —3n? + 1
a, = | = by = ————
5 n® —2n
n+1 V5 - n3 + 3n?
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Solucio.
lim a, =0,
n—oo

perque la base és més petita que 1.
lim b, =0,
n—,oo

perque el grau del denominador és més petit que el del numerador.
Per la successio ¢, no tenim quocient de polinomis; no obstant, en fer el limit podem
fer les segiients simplificacions:

limn+1—lim " i VT

també podem optar per dividir entre n tant el numerador com el denominador (el
grau més alt) i obtenim

nzl 1+%—>1—>
Cp=—1== —~ — 00.
n Jn 1

n vn 0

A la tercera, raonant de la mateiza manera, al numerador hi tenim grau 3, i al

7 7 J
denominador “grau %”. Per tant, la sucessio divergira. Per veure-ho temim dues
opcions. La primera (una mica llarga) és dividir numerador i denominador entre el
grau, més alt, 3:

\/Bn:’l;-SnQ \/5+% \/5
dyp = = — — — 0

Vni+5n+1 +35n+1 n3+5n+1
n \/ a6

L’altra opcio és “menysprear” els termes de grau més baix:

Voo +3t Vet V5tV \/S-ﬂg\/ﬁzoo

lim d,, = = lim — = lim

2 — lim =
n—00 \/n3 +%+I n—oo  4/m3 n—o0o /13 .1/n3 n—00 )7[5/

Per la cinquena obtenim

lim e, = 00? = 0.
n—0o0

Per la sisena

lim f, = oo — oo Ideterminacio.
n—oo
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Per resoldre la indeterminacio, reescrivim la successio com una sola fraccio:

C3n*(n—1)—(Bn*—2)(n+1) 31" —3n*—3n° —3n*+2n+2
Jn = (n+1)(n—1) B n?—1

_ —6n®+2n+2
B n?—1

1, com els graus del numerador i denominador coincideixen, el limit sera
lim f, = —6

Substituint n per oo obtenim una indeterminacio del tipus oo — oo. Com es tracta
d’una resta d’arrels, per tal d’operar-ho i escriure-ho d’una altra manera, [inica
cosa que podem fer és obtenir el mateix per tal de treure factor comu. Si escrivem

V3n = \/3/n podrem restar:
Com que /3 —1> 0, el limit sera

lim g, = oo.
n—oo

A la segiient successio podem fer

1
lim 3007" = lim

n—00 n—oo 300™ ’

ja que el denominador tendeir a oo pero el numerador no.
Substituint per n = oo a la peniltima successio ens surt una indeterminacio del

tipus 1°°. La solucionem primer escrivint la base en la forma (1 + 0%) de la segiient
manera

n+3 n+3 n+3—(n+5)
=1+ —1=1+
n+95 n+95 n+95
—2 1
=1 =1 R
+n—|—5 T

-2

Calculem ara el limit del quocient entre ’exponent i el que ens ha quedat al denomi-

nador de la fraccio:

2
Lo

. n .
lim — = lim =
n—oco N + H

y n+5
" 2

19
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Per tant el limit sera
) 1
lim i, = e 2 = —.
n—00 e2

Finalment, per darrera successio obtenim

lim j, =5° =1,

n—oo

ja que a la base hi tenim el quocient de dos polinomis del mateix grau © a [’exponent
una fraccio que tendeix a 0.

Exercici 9: Pg. 209 n° 2.
Donades les successions a, = (2n+ 1)* i b, = (1 +n) (1 —n), calcular

a) lim a,
n—oo

b) lim b,

n—o0

¢) lim a, —b,
n—oo

d) lim n

n—oo by,

Solucié.

a) El limit surt oo i la successio és divergent

b) Si desfem el paréntesis tenim b, = —n*+1, que també és divergent ja que tendeiz
a —o0

c) Fent servir els dos altres apartats, com hem de fer la diferéncia entre les dues
successions, el limit sortira oo + 0o = 00, @ també és divergent

d) Si fem el quocient ens trobem que al numerador i denominador hi tenim dos
polinomis del mateix grau, 2. FEl limit sera el quocient dels coeficients de grau
més alt, i sera

2n+1)> 4

lim ——=—=—-4
n—oo —n2 +1 —1

20
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Exercici 10: Pg. 208 n° 6.

Considereu la successio

3nF —bn+7
(4n? — 1)

Discutiu segons el valor de k quant val lim a,,.

Qn

Solucié.
Hem de comparar els graus del numerador i denominador. Al denominador hi tenim
el polinomi (4n* — 1) = 16n* — 8n? + 1, que és de grau 4. Per tant tindrem

o stk>4
. 3 ,
lima,=¢ — sik=4

0 stk<4

Exercici 11: Pg. 209 n° 4.
Donades les successions

trobeu
lim a, im 2
Y g, ),
b) lim b d) li O
im —
) nlanolo n n—00 Ay,
Solucio.

Com es tracta de successions exponencials i totes dues tenen la base més petita que
1 (i positives), tenim

lim a, = lim b, = 0.
n—ro0 n—ro0

En fer el tercer limit, ens surt una indeterminacio del tipus g. La resoldrem operant:

L)) - () o

21
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Ara, com totes dues poténcies tenen el mateix exponent, podem ajuntar les bases:

Per tant tindrem

Exercici 12: Exercici proposat.
Considereu les segiient successions

Trobeu

a) lim a,
n—oo

b) lim b,

n—o0

. a
c) lim —
n—oo b,

d) lim b—n
n—00 Ay,

Solucio.

Totes dues successions tenen limit 0, ja que la seva base és métita que 1. Per calcular

els altres dos limits hauren d’operar, ja ens queden indeterminacions del tipus 8. En

operar, l'objectiu que ens hem de proposar €s ajuntar les dues potencies, cosa que

només podrem fer si tenim el mateix exponent. Com d’entrada els exponenets no

son iguals, haurem de reescriure les poténcies perqué ho siguin fent servir les segiient

propietats:
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Aixi, ens quedara

Com la base és més gran que 1, el limit quedara oo.
Fent servir aixo podrem trobar l’altre limit fent ’invers:

. by 1
lim — =—=0.
n—oo an (0. @)
Exercici 13: Pg. 209 n° 5.
Calculeu els segiients limits

) m2—n+1
R W

b) lim on +3

n—00 —n

0 s (VT

n?+1
e) lim (n + 5)

n—soo \nn — 1
o — 1\ B2
n — 2n<—5
!
/) ( "t 3 )
Solucié.

Els tres primers es resolen facilment comparant els graus del numerador i denomi-
nador (cal tenir en compte els signes!), i obtenim oo, —5 i 0, respectivament.
La quarta ens surt una ideterminacio del tipus oo — oo. Com no podem ajuntar les

23
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arrels perque al radicand no hi ha cap factor en comu, multipliquem pel conjugat per
passar a una indeterminacié del tipus 2 :

2_1 2 1
N 2 W e e S e S o ey O AL e L
Vn2—1+Vn?2+1

n?—1-n?-1 —2 L2
vni—1+vn?+1 Vn2—14vVn2+1 o0+

— 0.

A la segiient successio ens surt una indeterminacio del tipus 1°°. Primer arreglem la

base perquée esciure-la de la forma (1 + i) :

n+5 n+5 n+5—(n-—1)
=1 —1=1
n—1 +n—1 * (n—1)
6 1
=1 =14+ —
+n—1 =

Fem ara el limit del quocient de l’exponenet i el que ens ha quedat sota ['1:

n?+1 . 6n®>+6
= lim =
n—soo N — 1

lim
n—oo

] (0. 9]

Per tant, el limit de la successio ens quedara > 1 per tant és divergent.

. e . 1 . .
Pel que fa ['ultim, substituint primer per n = oo ens queda 22, que no €és cap inde-
terminacio. Per tant ens quedara

n<+4+1
om—1\25
hm(” ) T 0k =3

Exercici 14.

Trobeu els limits de les seguients successions

n®—1

nd—2n?2 —n+2

n2
2n + 1\t
C g
" 2n +4

ay = b, =V3n2+3n—vVn2+n

24
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1.4 Indeterminacio del tipus 1%

Normalment es resolen comparant-la amb el limit de la successio
1 n
lim <1 + —> =e.
n—oo n

Trobeu els limits

3 n
li 1+ —
& nﬂa( +n+5)

1 2n
e) lim 2_n+ )
n—00 n
n?+5\""
I
e nm)

Solucio.
Tots aquest exercicis porten a una indeterminacio del tipus 1°°. FEs resolen de la
mateiza manera, escrivint la base en la forma

(+3)

. b
limy oo ~&

e an

1 el limit sera

Y

on b, és l’exponent que hi havia a la successio.

25
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a) Reescrivint la base obtenim

Calculem ara el limit

Per tant el limit sera
) 1\" 3
7}51010(1+—n§5> = e°.

b) Procedim de la mateiza manera, primer arreglem la base

6 1 1
l——=1——=14—
n 6 ~%
Ara només caldra fer el limit
2
lim — = —12,
n—oo ?
i el limit sera e '2.
c) Arreglem la base
n3—n2_1 n3 — 2_1 1+n3—n2_n3+1
n3 +1 n3 +1 nd+1 nd+1
nd—n?—n3—1 —n? -1 1
+ n3+1 nd+1 + ”zjjl
Fem ara el limit
—n?_-1 —_n3 —
lim%:hmwzhm n n——l,
n—oo —nnT—’——l n—o00 'n,3 —+ 1 n—o00 n3 -+ 1

i per tant el limit sera e~ L.
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d) Fem el mateix:

2n 149- 2n . 2(n+1) 2n
n+1

1 calculant el limit entre ['exponent i el denominador tenim:

.o on+1
0 T =2
i per tant el limit és e?.
e) Arreglem primer la base
1 1 — 1
o N+l _ o0t 4™ (n+1)
n n n
-1 1 1
l+—=1+—==1+—
n L -n

Fem ara el limit del quocient entre ’exponent i —n,

lim —2n =2,
n—oo —n
i per tant el limit quedara e?.
f) Fem el mateiz, primer la base
2 2
R T
=1+ FERSY

4

Fem ara el limit entre [’exponent i el denominador

i on i 20n

Per tant el limit quedara e’ = 1.

Exercici 16: Proposat.
Trobeu els limits de les seguients successions:

27
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2n2 + 2 an
b) b, = —1
yon= (% 1)
ng __3 n3—1
= 2—
c) c ( n2—|—4>
9) dn:(l—n+3) w
n—1
Solucio.

1 [o.¢]
a) El limit surt <§> =0, ja que la base és més petita que 1

b) Surt una indeterminacio del tipus 1°°. Reescrivim la base:

2n% 4 2 2n? 4 2 2n? +2—2(n*+n)
1= —2=1+
n®>+n n?>+n n?+n
e
o 2 - n2+4n
n+n —_2:_2
Fem ara el limit 5 5 ) )
lim —— = lim n(=2n=2) = —06
n—oo N-tn n—00 n2—%71
—2n—2
Per tant el limit quedara
lim b, = e % = -
n—oo e

c) Torna a sortir una indeterminacio del tipus 1°°. Per tant fem el mateix, arreglem
la base

n?—3 n2—3_1+n2+4—(n2—3)
n2+4 n?+4
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Fem ara el limit

e
7

1, per tant, el limit quedara

lim ¢, = e = 0.

n—oo

d) El limit surt 0%, que és 0.
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