Nombres complexos




Que soén els nombres complexos?

Quan sorgeixen dels nombres complexos?

Sorgeixen al segle XVI, quan Cardano va haver de fer servir arrels de nombres negatius per
trobar les solucions d'una equacié de grau 3.

Per a que serveixen els nombres complexos?
@ Permeten fer |'arrel quadrada de qualsevol nombre

@ Permeten factoritzar qualsevol polinomi en tants factors com grau tingui (Teorema
fonamental de I'Algebra)

@ Aplicacions: infinites, sobretot en tot el que tingui a veure amb ones: electrotécnia

(fasors), telecomunicacions, tractament del senyal, acistica, tractament d'imatge
(transformada de Fourier).
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Com es construeixen els nombres complexos?

La idea fonamental és definir el nombre imaginari (Descartes, segle XVII):

i=v—-1=i’=-1

Nombres complexos

Els nombres complexos sén nombres de la forma

’ a € R Part real de z: Re(z) = a
z=a+b-1 . L
b€ R Part imaginaria de z: Im(z2) =

@ Si a =0 el nombre z s'anomena imaginari pur.
@ Si b= 0 el nombre z és un nombre real.
@ Els nombres complexos inclouen els reals:
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El pla complex

Els complexos tenen dimensié dos: una dimensié per part real i una altra per la imaginaria.
Per tant, es poden representar al pla, com a punt o vector:

Im A
Z=a+bi
b
O a ﬁe
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Representacié de nombres complexos

Forma binomica: a + bi part real més part
imaginaria pro2cos(0) (ap)

Forma polar: modul i angle (argument)
z=1r/0 =1y

r = |Z| =V a2 +b2 T :7“ . Sln(&)

0 = arctan (9)
a

Forma trigonomeétrica: 7 (cos € + isinf) .
0 a

Forma exponencial: z = re’
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Forma exponencial

Recordem:
1.2 z2 22 gzt 2P
e BT TR e
Si fem x = i ens quedara:
i0 0 207 303 itet
1+ =+ +—+

Fixem-nos que:

DT S A AL A
1 2! 3! 4! 5! 6!
Agrupem els termes que tenen i i els que no:
ef=1- W+ﬁ—ﬁ+ +(0 w+f—m+ >
2 4! 6! 3 57
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Forma exponencial

| ara passa una cosa magica:

o_q 02 00 (6 0 e 4 B
N I R A G TR TR TR I
c8§9 b g

= cosf + isinf

que és la formula d’Euler. Si ara multipliquem pel modul, r, obtenim la igualtat entre la
forma binomica la I'exponencial:

z=re" = r(cosf +isin6)
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Identitat d'Euler

Si a la férmula d'Euler substituim 6 = 7w obtenim la famosa identiat d'Euler:

que uneix tres branques de les matematiques: analisis (e), algebra (i) i geometria (7).

Nombres complexos 8/17



Operacions entre nombres complexos

Els nombres complexos tenen estructura de cos (com els racionals i els reals):
o Es poden sumar, i hi ha neutre, 0, i tots tenen invers (oposat).

@ Es poden multiplicar, i hi ha neutre, 1, i tots llevat del O tenen invers.
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Suma de nombres complexos

Suma en bindmica

a+bi+ct+di=a+c+ (b+d)i

Exemple:
142i4+(2-3i)=3—1

Suma en polar/exponencial
En general no es pot!
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Suma de nombres complexos

a+bi+(—a—0bi)=0

Exemple:
1-3i4+(-1+3i)=0
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Producte de nombres complexos

En binomica

(a+bi)(c+ di) = ac — bd + (ad + be)i

Exemple:
(1-3i)(24+4i) =24+4i—6i—3i-4i=2—-21+12=14 -2

En polar/exponencial

101

r1e?t . raei®? = pirget®1 et = ppget®1 02 = pypyei01462)

El resultat és un complex de modul 71 - 79 i angle 61 + 6s.

En multiplicar complexos, els moduls es multipliquen pero els angles es sumen!
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Divisié de nombres complexos

a+bi a+bi c—di (a+bi)(c—di)

c+di c+di c—di c? + d?

Divisié en polar/exponencial

i
rie’t Tl i61—iby _ "1 i(01-02)

roef2 T

El resultat és un complex de modul :—; i angle 67 — 6s.

Els moduls es divideixen i els angles es resten!!
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Alguns productes i divisions interessants

Sifd>0:
o z-e’— gir antihorari 0 radians
@ Multiplicar per i: girar 5 antihorari.
. . :
o Multiplicar per —i: girar 5 horari.

° H ==z e~ gir 6 en sentit horari de # radians.
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Conjugat d'un nombre complex

Si

z=a+bi =re?
aleshores el conjugat de z és

z=a—bi=re ¥

Graficament:

imaginary axis
R r z
\9 . real axis
o =z
-Y T r A
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Conjugat d'un nombre complex

Algunes propietats importants:
242 _a+bita—bi_ Za

° 5 = 5 7 = Re(2)
z—Z%2 a+bi—(a—bi) 2bl
= = — = :I
Y 2i or 0= Im()
0 z-Z=(a+bi)(a—bi)=a® —abi +abi —bi’ = =a? +b* = |2?
Recordant la férmula d'Euler: '
e = cos® +isind

aquestes propietats permeten definir els sinus i el consinus mitjancant nombres complexos:

et + 10
cosf = ———
2
o 0 e—iG
SIn o =
2
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Conjugat d'un nombre complex

El conjugat també permet calcular la divisié:

21 21 22 Z1 22

. 2 Z |z
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