Funcions: continuitat



Quan una funcié NO és continua?

Definicié naif

Una funcié NO és continua si per algun valor de x hem d'aixecar el llapis del paper en fer-ne la
grafica.
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Exemple grafic

La funcié
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no és continua en x = —1 (té un salt), en x = 0 (salt), x = 1 (evitable), en x = 1.5 (evitable),
en z = 2 (asimptotica) ni x = 3 (asimptotica).
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Que ha de passar perque una funcié sigui continua?

Una funcié és continua en = = a si

valors infinitament propers a x = a tenen imatges infinitament properes a f(a).

La manera més estandard d’escriure aixo és:

Una funcié és continua en z = a si

o, equivalentment,
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Tipus de discontinuitats

La condicié
fla) = f(a") = f(a)
pot no complir-se per tres motius diferents donant lloc a tres tipus de discontinuitats:
@ Discontinuitat de salt
@ Discontinuitat asimptotica

@ Discontinuitat evitable
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Discontinuitat de salt en x = a

Els limits laterals existeixen pero sén diferents:

a

Observacié
No importa el valor de f(a).
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Discontinuitat de salt en x = a

z+3 sixz>1

f@):{xQ—l siz <1

Tenim que
D(f) =R
No obstant,
lim f(@) = f(17) =0 -
111?+ flz) = f1t) =4 = f(17) # f(17) = Discontinuitat de salt
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Discontinuitat asimptotica en z = a

La funcié tindra una discontinuitat asimptotica en z = a si algun dels dos (o tots dos) limits
laterals sén +o00 0 —oo:
fla) =400 o f(at)=+00
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Discontinuitat asimptotica en z = a

En una discontinuitat asimptotica es compleix:

@ Apropant = a a podem fer que |f(z)| sigui tan gran com vulguem.
@ La funcié no esta fitada prop de = = a.

o La grafica de la funcié s'apropa a la d'una recta vertical, que s'anomena asimptota
vertical.

Funcions: continuitat



Discontinuitat asimptotica en z = a

D(f) =R\ {4}
Com
_ 7
fd) ===
- = Discontinuitat asimptotica en z = 4
fat) = or =t
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Discontinuitat evitable

Si
fla™) = f(a") # f(a)

tindrem una discontinuitat evitable en z = a

fla™]) = f(a™)
§

f
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Discontinuitat evitable

En una discontinuitat evitable en z = a:
@ La funcié té un forat
@ Es diu evitable perque es pot evitar, simplement omplint el forat.
@ f(a) no existeix o bé té un valor diferent a f(a™) i f(a™)

@ Normalment venen d’espressions que es poden simplificar
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Discontinuitat evitable

Tenim que
D(f) =R\ {0}
En fer el limit obtenim una indeterminacio:
: 0
lim £(@) =35
La resolem simplificant:
2 =1lsiz#0

Per tant:
lim f(z) =1

f(07) = f(07) =1+ f(0) () = Discontinuitat evitable



Estudi de la continuitat d'una funcié

Donada una funcid, volem saber si és continua o no. En cas que no ho sigui, quins tipus de
discontinuitats té?

@ Trobar el domini

Q Estudiar el comportament local (fent els limits laterals) als punts que no siguin del domini
(principalment denominadors que s'anul-len)

© Estudiar el comportament local (fent els limits laterals) als canvis de branca en funcions
definides a trossos
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Estudi de la continuitat d'una funcié

21: siz <0
e +x
3r—9
= i0<z<3

f(zx) o si0<zx
3
I P
T+ 3 )

1) Domini.
@ Canvis de branca: la funcié esta ben definida en tots ells, per tant ok.
@ Denominadors que s'anul-len.

@ Primera branca: i x = 0. Pero z = 0 s’entra per la 2a branca, només caldra descartar

r=-—1.
@ Segona branca: z = —3 i x = 3. Cap d’ells quedara descartat.
© Tercera branca: z = —3. Tampoc el descartem

Per tant D(f) =R\ {-1}
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Estudi de la continuitat d'una funcié

@ Estudi en punts que no sén del domini:

. . =1l
xl—l>n—11 fla) = :t:l—l>n—11 224z 0

Sera una discontinuitat asimptotica. Caldra fer els laterals. Estudiem el canvi de signe del

denominador:

2tz — o+ oto~ oot -
—1 0
lim f(z) = —
im f(z)=—=-0
gr==1= 0+
—1
l. =
S
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Estudi de la continuitat d'una funcié

© Estudi local en canvis de branca
o Enz=0:

0
li = 1i = — |Indet
Jm flz) = lim 5= =g Inde

lim f(z) = lim se=9 79 1

z—0+ =0t 22 -9 -9

Resolem la indeterminacié factoritzant i simplificant:

< £ 1 siz#0

22+z  Flz+1l) z+1

Per tant:
zl—l)r(rJl— f(fE) - azl—>0— x + 1 -
Com
f(07) = £(0F) = f(0)

la funcié és continua en x = 0.



Estudi de la continuitat d'una funcié

© Estudi local en canvis de branca

o Enz =3
lim f(z) = lim se=9_0 Indeterminacié
T—3- e—=3- 22 -9 0
lim f(z) = lim e _9_ 3
r—3+ z—3+ x+ 3 6 2

Resolem la indeterminacié factoritzant i simiplificant:
3r—9=0=2=3 =3z -9 =3(z—3)
2 —9=0=— =43 — 2?2 -9=(z+3)(z—3)

3z —9 3(z—37) 3 Sizt3

22—9 (z+3)(z—3 =z+3

3

Per tant:

El limit quedara:

1
li — i — =
i e e
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Estudi de la continuitat d'una funcié

© Estudi local en canvis de branca

e En z = 3: Com que
3

1 _
S =16 £ 1B =3

la funcié tindra una discontinuitat de salt en z = 3.
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Estudi de la continuitat d'una funcié

Estudiar la continuitat de la funcié

—2z%2 +6x—4
o)==

@ Domini:
1—934:O:>w:\4/T::|:1

D(f) =R\{-1,1}
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Estudi de la continuitat d'una funcié

@ Estudi local en punts que no sén del domini:

e En 2z = —1. Comencem fent el limit:
—12
li = —
Am, /(@) ==
La funcid tindra una discontinuitat asimptotica en z = —1.
Cal estudiar els Iimits laterals per completar I'estudi:
_ 4 - _
DS 050" + oto~
“““ T T
-1 1
Per tant ens quedara:
—12
lim f(z)= — =+o0
r——1— 0~
—12
lim T)=—=—0
z——11 f( ) 0+
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Estudi de la continuitat d'una funcié

@ Estudi local en punts que no sén del domini:
o En x = 1. Comencem fent el limit:

lim f(z) = 0 Indeterminacié
x—1 0

Per resoldre la indeterminacié caldra factoritzar i simplificar:

=0=—z=1,x=2

——~
222 +6x—4=-2(2*>—-3z+2)=-2z—1)(z—-2)
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Factoritzacié de 1 — z*. Opcié 1: per Ruffini

Sabem que x = 1 és una arrel. Per tant:

1— 2" = (2 — 1)q(a)

Per trobar g(z) hem de dividir 1 — z* entre 2 — 1. Ho fem per Ruffini.

Escrivim
1—at=—2* 4023+ 022 + 0z +1
-1 0 0 0 1
1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1| 0
d'on

q(z)

A

' ™~

e e G D e e e B
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Factoritzacié de 1 — z*. Opcié 1: per Ruffini

Tenim que
l-gt=(@-1D(-23-22—2-1)
Saben que = —1 és arrel de —2® — 22 — 2 — 1. Per tant:
—2? 22—z —1=(z+1)qg(z)
Trobem ¢(z) dividim aquest polinomi entre x + 1 per Ruffini:
1 -1 -1 -1
—1 1 0 1
-1 0 —1] 0

d'on
g3 g2 g 1= (mF1)(—2>—1)
Resumint:
l-zt=@@-D+1)(-z2-1)
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Factoritzacié de 1 — z*. Opcié 2: identitat notable

Si ens fixem, 1 — 2% és una diferencia de quadrats. Per tant:

4

1-zt=01-2)1+2?

El factor (1 + x2) és irreductible (grau 2 sense arrels reals). El terme 1 — 2 també és una
diferéncia de quadrats:

1-22=(Q14+2)(1-x)
Per tant,
1-zt=04+201-2)1+2°

Fixem-nos que déna el mateix que abans, només cal canviar el signe de dos factors:

Q+2)1-2)1+2)=0Q+2)(-1+2)(-1-2?) =(z+1)(z - 1)(-z2 - 1)
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Factoritzacié de 1 — z*. Opcié 3: divisié euclidiana

Sabem que 1 — z* té arrels —1 i 1. Per tant, es podra escriure com
1 -zt = (z+1)(z — g(z) = («* - 1)g()

Per trobar g(z) només cal dividir 1 — z* entre 22 — 1:

—z?-1

x2—1)—x4 +1
xt — 22

—z2 41

2 —1

0

Per tant:
1-z'=(+1)(x—-1)(-2%>-1)
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Resolucid de la indeterminacid

Retornant al problema, la funcié la podem simplificar:

—22% + 62 — 4 —2(z—T)(z — 2)

1—a24 (x4 1) (z—1)(—1 — x2)

Per tant:
—2(z — 2) 2 1

b f@) = -2~ 3

Per tant, la funcié tindra una discontinuitat evitable en z = 1.
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