2.7 Comenca la teca: limits laterals

2.7.1

Hem vist que hi ha punts que no sén del domini, és a dir, valors de x pels quals la funcié no ens retorna cap
valor. Ens preguntem ara, que els passa a les funcions a prop d’aquests punts? Desapareixen de sobte, o fan
alguna cosa especial a prop d’aquell valor?

Doncs la manera de saber-ho és “apropar-nos a aquell valor”, sense arribar-hi, la qual cosa es fa mitjancant
limits a un un cert valor: és a dir, veiem que li passa a la funcié quan la variable x s’apropa infinitament a
un cert valor. Per exemple, si volem veure que li passa a la funcié

fl) =17

Intuicié i calcul grafic

quan x s’apropa a 5, escriurem
lim f(x
x—>5f( )
A la practica, la manera de calcular un limit aixi sera substituir x per 5, i veure que passa. En el cas anterior,

la funcié no té cap problema quan x = 5 i, per tant, en aquest cas, sembla raonable pensar que, quan x
s’apropa a 5 el valor que obtenim és proper a f(5) = % En aquest cas, aix0 és cert, i direm que
1
lim f(z) ==

r—5 27

ja que la funcié no té cap problema a prop de x = 5.

Observacié. Si una funcié no té “cap problema” en x = a, aleshores sempre tindrem
li =
lim f(z) = f(a)

i el limit el calcularem simplement substituint x per a.

No obstant, la vida és dura, i de vegades no ho tindrem tan facil. De fet, el sentit de fer un limit a un
cert valor és precisament quan la funcié presenta algun problema en aquell valor.
Sovint ens trobarem en que haurem de distingir per quina banda ens apropem a un determinat valor, per la
dreta o per 'esquerra? Per dreta o esquerra ens referirem a valors més grans (dreta) o més petits (esquerra).

Aixd ho simbolitzarem amb el simbol * (dreta) o bé ~

(esquerra). Per exemple

Dreta del 2: — 2t —  2.00001
Esquerra del 22— 27 — 1.9999
Dreta del —3: — -3t — —20999
Esquerra del —3: — -3 — —3.00001
Graficament:
| 737T3+ I I I 2_12+ |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

De fet, sovint ens trobarem que segons si ens apropem per una banda o per 'altra, la funcié fara coses
diferents. Aixo ho distingirem mitjancant el que s’anomenen limits laterals. Per exemple, si volem veure
com es comporta una funcié quan x s’apropa a 1 per la dreta escriurem

lim f(x)
z—1t
i si volem veure que li passa quan ens apropem a 1 per ’esquerra:

lim f(z)

r—1—

Vegem alguns exemples.
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Figura 2.4

Exemple 2.7.1. Considereu la funcid de la Figura 2.4. Es demana
a) Trobeu les imatges de —1, 0, 1, 1.5, 2, 3,445

b) Trobeu D(f)

¢) Estudiar els limits laterals de la funcid en aquests punts

d) Discutir si existeizen o no els limits de la funcid en aquests punts

Solucio:

a) Fizem-nos que als punts on ens demanen estudiar la funcid, aquesta fa coses estranyes. Per tal de trobar
les imatges, només cal que trobem lalgcada a la que tallem la funcié. En cas de no tallar-la no hi haura
imatge, i en cas que ens trobem alguna cosa estranya, manaran els punts “negres”, si n’hi ha. Per tant,
tenim

Les imatges de 1 5 no existeizen perque hi ha una “bola blanca”, i la imatge de 3 tampoc existeix perqué
la recta x = 3 no talla la funcio.

b) Pel que fa al domini, Fem un llistat dels punts pels quals no tenim antiimatge:

{1}, {3}, (4,5]

Per tant, el domini sera

D(f) =R\ ({1} U {3} U (4,5]) = (=00, 1) U (1,3) U (3,4] U (5, %)
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¢) Estudiem ara els limits laterals:

li%li flx)=3 1i%1+ flx)=0)
linl{ flz)=1 lirrll+ flz)=1

li = li =2
lim () Jlim  f(z)
lim f(z)=3 lim f(z) = -0
T2~ z—2t
lim f(z) =400 lim f(z)=+c0
z—31 ﬂ
1 = li
Jim f(z) ﬂ Jlim f(2)
1 li =1
Jim f(z) Jim f(2)
d) Fizem-nos que ens trobem en coses estranyes:
o Enx = —1 els dos limits laterals no coincideizen, perque la funcio fa un “salt”. Per tant, segons si

ens apropem per l’esquerera o per la dreta obtenim valors diferents (3 i 1, respectivament). A més,
la imatge de la funcio és 3, que coincideiz amb el limit de la funcid per l’esquerra. Ens prequntem
ara, existeix el limit de la funcié quan © — —1% Doncs no existeix, perque depén de si ens apropem
per lesquerra o per la dreta:

lim f(z)# lm f(x) = lm /()3

z——1—

En x = 0 tenim una situacié similar. El limit quan x — 0 no existeix perqué depen de per on ens
apropem al 0.

En xz =1 tenim una situacid curiosa. Els limits laterals coincideizen i valen 1, pero la imatge d’1
no existeir. No obstant, com els limits laterals coincideizen, podem dir que el limit quan © — 1 s7
que existeix, perqué per totes dues bandes obtenim el mateix

lim f(z) = lim f(x):1:>}:;nﬁf(x):1

z—1- z—1t

En x = 1.5 la situacio encara és més estranya. Els limits laterals existeizen i valen el mateix, per
tan el limit quan x = 1.5 també existeix:

lim f(z)=2

rz—1.5

No obstant, la imatge del 1.5 no val 2 siné 4.

En x =2 el limit per la dreta no existeix, perqué val —oo. Per tant, el limit de la funcid quan © — 2
no exristeixr

li = i
Jim f(2)3 = lim f(x)3
La situacid en © = 3 és curiosa. Hem de tenir clar que cap dels dos limits laterals existeix, perqué
ens dona +o0o per les dues bandes. Per tant, el limit de la funcié quan x — 3 no existeizr, pero en
canvi podem dir que

li =

lim f(z) = +o0
Enx =41ix =25 només tenim funcic per una banda perqué la funcié “desapareiz”. Per tant, en
cap d’ells podem dir que el limit de la funcié quan x — 4 o x — 5 existeixi, perquée per una banda
no ewxisteix.
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2.7.2 Calcul analitic de limits laterals

Molt bé, pero i si no tenim una representacié grafica de la funcié? Com podem calcular-ne els limits laterals?
A la practica, comengarem substituint = pel valor que ens donen, és a dir, intentarem calcular-ne la imatge.
Aleshores, ens podem trobar basicament en diferents situacions

e Funcions definides a trossos: si la funcié canvia de branca just on volem calcular el limit haurem
d’anar per una branca o per l'altra segons si estem a la dreta o ’esquerra

e En funcions racionals: si resulta que el denominador s’anul-la on volem calcular el limit, ens podem
trobar en una de les dues situacions segiients:

— si s’anul-la un denominador i el numerador no, segurament tindrem que el limit donara
400 0 —00. El més probable és que el denominador canvii de signe i que aixo depengui de si ens
apropem per una banda o per l'altra. En aquest cas haurem tenir en compte el segiient

Nombre positiu

- —— = Nombre molt gran i positiu
Nombre molt proper a zero pero positiu

Nombre positiu

- — = Nombre molt gran pero negatiu
Nombre molt proper a zero pero negatiu

Per exemple

2
0.00000001

3
v  _—_3.10%
—0.0000000001 310

Per tant, d’alguna manera podem dir que, si k& > 0,

k

0+

k

0-

— En funcions racionals, ens pot passar que s’anul-lin tant numerador com denominador. En aquest
cas ens trobarem amb una indeterminacié del tipus % que haurem de resoldre. Més endavant
veurem com, pero basicament el que farem sera factoritzar i simplificar per tal de calcular el limit.

=92.108

— +00

— —00

Més enlla de les funcions racionals i les funcions definides a trossos, hi ha altre funcions que poden portar
problemes a I’hora de calcular limits en algun punt, com ara els logaritmes o les arrels d’index parell.
Vegem algun exemple.

Exemple 2.7.2. Considereu la funcio
T

fla) =

i anem a estudiar els limits de la funcio als punts on aquesta tingui problemes.

Clarament, inic lloc on aquesta funcié té problemes és en x = 2, perquée s’anul-la el denominador i el
numerador no. Per tant tenim

2

Jim, f(2) =3
Ara bé, aquest limit és +00 0 —o0? Doncs aizd dependra del signe del denominador. Fizem-nos que x — 2
canvia de signe en x = 2, passa de ser negatiu a ser positiu. Per tant, si ens apropem per l'esquerra x — 2
tendira a 0 pero per la seva esquerra (serd negativ). En canvi, si ens apropem a 2 per la dreta, x — 2 també

s’apropa a 0, pero per la dreta de 0 (és positiu). Per tant, podem escriure

2
li -2
S fle) = 5= = e
lim f(z) = 2 +00
z—2+ N 0t N



Exemple 2.7.3. Estudieu el comportament de la funcié als punts que mo soén del domini

rz—1
2 —4

El domini d’aquesta funcio €és
D(f) =R\{-2,2}

perquée el denominador s’anul-la en x = +2. Per estudiar els limits laterals, estudiem el canvi de signe
del denominador. Ho podem fer “graficament”. Com el 22 — 4 val 0 en aquests dos valors, podem avaluar
Dexpressid en punts a l'esquerra de —2 (per exemple en x = —3), entre —2 i 2 (per exemple en . =0) i a la
dreta de 2 (per exemple en x = 3). Aizi obtenim

- — -
= 2
Per tant obtenim: 3 3
m J(@)=GF = Mm @) = G= = o
lim f(:r):i_:foo lim f(x):i:nLoo
z—2- 0 z—2+ 0+
0

2.8 Indeterminacions del tipus j

I que passa si ens trobem que se’ns anul-la el numerador i denominador alhora? Que donara el limit? Doncs
es tracta d’una indeterminacio, perque el limit podria sortir qualsevol cosa perque aixo dependra de qui es
faci petit més rapid, el numerador, el denominador o tots es fan petits igual de rapid?

1. Si el numerador guanya ens sortira 0. Per exemple, en apropar x a 0 en la funcié

I'ordre del numerador és el doble de petit que el denominador. Dit d’una altra manera, el numerador
té el doble de zeros que el denominador. Per exemple, si calculem

10—10
107°) = ———
# ) 4-10-°
per tant, com el numerador és sempre molt més petit que el denominador, el limit sortira 0. Evident-

ment, podriem haver simplificat la funcié per veure que ens déna 0

2. Si el denominador guanya ens sortira +oco. Per exemple, en apropar = a 0 en la funcié

ens trobem ara que l'ordre del denominador és el doble de petit que el numerador. Es a dir, el
denominador té el doble de zeros (a la dreta de la coma) que el numerador. Si avaluem f en z = 1075

obtenim s
310
T

i, efectivament, el denominador és molt més petit que el numerador. Per tant, el limit ens sortira 4oo
(caldra fer limits laterals perque probablement hi haura un canvi de signe).
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3. Si tots dos empaten, ens sortira un nombre. Que empatin voldria dir que tots dos sén del mateix ordre
(tenen el mateix nombre de zeros a la dreta de la coma) i per tant entre ells es manté una proporcié
(que sera el limit). Per exemple, si avaluem en x = 10~°la funcié

32
flz)= oz
obtenim .
3-10~
—5\

i tant numerador com denominador tenen el mateix nombre de zeros. La proporcié entre ells és sempre
la mateixa, 3, ja que el numerador és el triple que el denominador. Per tant el limit sera 3.
Evidentment, ja es veu clarament que si simplifiquem la funcié obtenim 3

2.8.1 Resoluci6 de la indeterminacié del tipus 8

En la majoria de casos en que ens trobarem aquest curs aquesta indeterminacié 1'obtindrem a través de
fraccions algebraiques; és a dir, funcions que soén el quocient de dos polinomis.

Si en fer el limit a un nombre ens trobem que tant el numerador com el denominador s’anul-len, ens esta-
rem trobant en queé tots dos polinomis (numerador i denominador) tenen una arrel en comi i, per tant, en
factoritzar-los ens trobarem algun factor en comi. Dit d’una altra manera, la fraccié es podra simplificar.

Per tal de resoldre aquest tipus d’indeterminacions en fraccions algebraiques farem:
1. Factoritzar numerador i denominador

2. Simplificar tot el que es pugui fins que només s’anul-li un d’ells com a maxim.

3. Aleshores, un cop hem simplificat, podrem tenir 3 casos:

3.1 Si només s’anul-la el numerador el limit serd 0

3.2 Sinomés s’anul-la el denominador, el limit serd 400 0 —co. Caldra fer limits laterals (preferentment
fent servir la versié simplificada per agilitzar els calculs) i procedir com amb els limits on només
s’anul-la el denominador.

3.3 Si els factors problematics desapareixen tant del numerador com del denominador, aleshores tots
dos empataven. En aquest cas, el limit el trobarem simplement avaluant, ja que la versié simplifi-
cada de la funcié ja no tindra cap problema en aquell valor de x

2.9 Resum de limits laterals

En fer limits de funcions racionals quan x tendeix un nombre, ens trobarem en alguna de les situacions
segiients:

La funcié no presenta cap problema, per tant el limit sera el que

. . R .
¢ Si el denominador no s’anul-la { resulti de substituir x pel valor del on estiguem fent el limit.

e Si només el numerador s’anul-la {Es un cas particular del cas anterior, el limit valdra 0.

Caldra fer limits laterals per saber si tenim 07 o 0~ i decidir si

e Si només el denominador s’anul-la . . ‘ .
al denominador hi tenim tenim + o —oo

Caldra factoritzar el numerador i denominador i simplificar tot el
e Si tots dos s’anul-len ¢ que es pugui. Fent servir la versié simplificada ens trobarem en
alguna de les dues condicions anteriors.
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