INS Pere Vives i Vich Departament de matematiques JH VIVES

Examen recuperacié i millora
Matematiques 1" Batxillerat
3 de juny de 2024

Nom i Cognoms:

Podeu fer servir les segiients formules:

cos(a + 8) = cos(a) cos(83) — sin(a) sin(p)
sin(a + 3) = sin(«) cos(f) + cos(a) sin(3)

1. (3 punts) Considereu la segiient funcié

2 —3x+3 siz<0
flz) = x?—4

5 sixz >0
T2 — 3 —

(a) (0.75 punts) Trobeu-ne els punts de tall amb els eixos.
(b) (1.5 punts) Estudieu-ne la continuitat.

(¢) (0.75 punts) Calculeu
lim f(z)i lim f(2)

T—00 T——00

Solucio6:

(a) Comencem trobant el domini. Com és una funcié a trossos comprovem que
estigui ben definida alla on es canvia de branca: f(0) =0*—3-0+3=3. La
primera branca no té problemes perque és un polinomi. En canvi la segona sé
que en podria presentar si el denominador s’anul-la. Comprovem-ho:

P—r—-2=0=—=ax=—-1liz=2

La primera soluci6 esta fora del rang: f(—1) = (—=1)> —=3-(=1) +3 = 1. Per
tant el domini sera

D(f) = R\ {2}

Trobem ara els punts de tall:

e Eix Y. Només cal trobar la imatge de x = 0: f(0) = 3. Per tant, la
funcié talla ’eix d’ordenades al punt (0, 3). Es important remarcar que les
funcions només tallen 'eix Y en un sol punt com a molt. Per tant només
s’ha d’escollir una sola branca. En cas de donar un segon punt de tall es

considerara una errada greu de concepte.

Pagina 1 de 9



7,

INS Pere Vives i Vich Departament de matematiques :uﬁ fi

e Eix d’abscisses. Caldra estudiar per separat cadascuna de les branques:

3EVv9—12
2

2 —3r+3=0=—= 2= no té solucions reals

22 —4=0— 1 =4V4=+2

Es important no deixar-se cap de les dues solucions, encara que r = —2
quedi descartada perque esta fora del domini de definicié de la segona
branca. Aixi, I'inic candidat a punt de tall amb ’eix d’abscisses és x = 2.
Ara bé, aquest punt no és del domini. Per tant, la funcié no talla 1'eix
horitzontal.

(b) Caldra estudiar la continuitat en # = 0 (pel canvi de funcid) i en = 2 (perque
no és del domini).

e En z = 0. Caldra fer els laterals directament perque la funcié f(x) esta
definida per funcions diferents per I’esquerra i per la dreta de = 0:

lim f(r) = lim 2* —3r+3=3

z—0" z—0~
2
r*=3r+3 3
lim f(z) = lim ———F— = -
z—0t f< ) z—0t 2 —4 4
Per tant, com els limits laterals existeixen (no sén infinit) pero sén dife-

rents la funcié f(z) tindra una discontinuitat del tipus salt en x = 0.

e En x = 2. En aquest cas farem servir la segona branca, tant per la dreta
com per l'esquerra. Comencem sense distingir laterals:

0
lim f(x) = lim ————— = — Indeterminaci6
r—2 r—2 L4 — I — 2 0
Es important fer notar que es tracta d’una indeterminacié. En aquest punt
no podem assegurar que acabi sent una discontinuitat evitable. Caldra
resoldre-la primer. Per fer-ho factoritzem numerador i denominador. Com
ja hem trobat totes les arrels dels polinomis (en buscar el domini i els punts
de tall), podem escriure directament:
2
¢ —4 r—2 r+2 4
lim—:hm( )M—lim te_Z
e=222 —x—2 o2 (x—2)-(x+1) 2241 3
Cal ser molt precis i rogords en fer els limits, no deixar-se res ni cap pas,
factoritzar correctament, simplificar i tornar a fer el limit. Es penalitzaran
severament coses com

=4 (z4+2(x—2) 4

2 —x—2 (2] - (x—1) 3
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Tampoc es donaran per bons limits fets avaluant en valors propers a x = 2,
per exemple substituint per x = 1.99.

Es molt important escriure correctament els limits, distingir entre dreta i es-
querra, i, sobretot, respondre la pregunta que es fa: és continua la funcié? No?
Quin tipus de discontinuitat té?

(c¢) En calcular els limits a I'infinit és crucial escollir correctament la branca correcta.

Com —o0 és negatiu, caldra fer servir la primera branca. De la mateixa manera,
quan x — oo caldra fer servir la segona, perque compleix co > 0. Cal indicar
correctament quina branca es fa servir:

lim f(z) =237+ 3= lim 27 = 400

T——00 T—r—00
. a4 2
A S = g T

Es important justificar bé el calcul del limit, especialment el segon on cal re-
soldre una indeterminaci6 del tipus 2. Aquesta indeterminaci6 es pot resoldre
senzillament en dos passos: un en que es simplifiquen els graus més baixos i ens
quedem amb els graus més alts, i un segon pas en que se simplifiquen numerador

i denominador.

2. (2 punts) Trobeu totes les solucions de les equacions:

(a)

cos(z) =1

Solucio:
El cosinus val 1 sempre que I'angle x caigui a la posicié corresponent a x = 0.
Per tant, totes les solucions seran de la forma x = 0+ voltes, cosa que escriurem

r=04+n-2-m

cos(2z) =0

Solucié:
El cosinus d'un angle val 0 quan aquest angle cau a la posicio vertical; és a dir,
quan val § (90°) més mitges voltes, cosa que escriurem:

= 4
r = — nm
2
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(c) sin(z+5) =0

Solucié:
El sinus d’un d’angle s’anul-la quan aquest angle val 0 o 7 (0 més mitges voltes).
Per tant, 'equacio sera equivalent a:

T T
x+§:0+n7r:>x:—§+mr

(d) 2cos?(z) = cos (2x) + 1

Solucié:
Per resoldre aquesta equacié cal fer servir algun propietat trigonometrica. Po-
dem fer servir la formula de I’angle doble que ens dona ’enunciat:

cos(2x)

N

2 cos?(z) = cos(x) - cos(x) — sin(x) - sin(JZS—I—I —> 2cos?(z) = cos?(z) — sin?(x) + 1
= cos’(z) +sin*(z) =1
Aix0 és cert sempre. Per tant, no es tracta d’'una equacié siné d’una identitat

que es compleix sempre. Per tant, les solucions de I’equacié sén tots els nombres
reals.

3. (2 punts) Un quadrat té un vertex al punt A = (1,2) i dos vertexs sobre la recta
r: 2x —y+ 2 = 0. Trobeu els altres tres vertexs. Existeixen tres opcions diferents,
qualsevol d’elles sera bona.

Soluci6:

Comencem fixant-nos que el punt A no pertany a la recta (altrament, el problema

no tindria solucid):
2.1-2+240

Fent un esquem podem veure rapidament que hi ha tres possibles solucions: dues en
que un costat esta contingut a la recta r i una altra en que és la diagonal la que hi
esta continguda.

Opcié 1 Assumim que la recta r conté un costat, com a la segiient figura:
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En aquest tenim dues opcions pels vertexs C'i D. Per trobar el vertex B
considerem la recta, s, perpendicular a r passant per A. El punt B sera la
interseccié entre s i r. Una recta perpendicular a r sera de la forma

s:x+2y+C =0
on hem girat 90° el gradient de r. Trobem C' imposant que passi per A:
142-24C=0=C=-5

Per tant, I'equaci6 de la recta s és x + 2y — 5 = 0. Ara resolem el segiient
sistema per trobar el vertex B:

20 —y+2=0
r+2y—5=20

Multiplicant la primera equacié per 2 i sumant les dues obtenim bx — 1 =

0=z = % Multiplicant la segona per 2 i restant la primera menys la

segona obtenim 5y — 12 = 0 = y = 2. Aix{, ja tenim el punt B:

1 12
B=1|-,—).
Per trobar la resta dels vertexs ho farem fent servir el vector A—B) :

AB—pB-A= (L1 —(1,2) = 1z
) 25

Ara per trobar el punts C'i D només caldra girar el vector AB 90° en sentit
horari (per exemple) i col-locar-lo sortint de B i de A. El vector girat sera
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Opcié 2

el vector (£, 3)
2 4 3 16
—pa(z22)= (22
o-5+(33)=(37)
b (24 (11
55 5 9

Notem que també podriem haver girat el vector AB 90° en sentit antihorari,

i aixi trobariem els punts C’ i D’. El vector seria el vector (—2 —4) i l’altra

55
solucio seria:
2 4 18
/:B _ — = — _— =
-5+ (-3-3) - (55)

2 4 36
D=A+ (-2 -2)=(22
(25)=(33)

La tercera opci6 consisteix en considerar que la recta r conté un costat, tal
com es mostra a la figura.

En aquest cas els vertexs B i D corresponen als vertexs C' i C' de 'altre
cas, respectivament. L’antic vertex B correspon ara al punt M, centre del

quadrat.
po( 18
55
PERT
55

Ara només cal trobar el nou punt C, que sera el punt simetric de A respecte

la recta r:
- 1 12 4 2 3 14
=M+AM = | =, — —,= ] =|—-=,=
c-yrair-(33)+(-53)- (55)
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4. (3 punts) Considereu les segiients rectes:

r:3rx—y=>0
s:x+3y+3=0

(a) (0.5 punts) Expliqueu raonadament si les dues rectes sén paral-leles, coincidents o
bé secants.

Solucié:
Les dues rectes estan en forma general. Per tant només caldra si els vectors
gradients (3, —1) i (1, 3) s6n proporcionals o no:

3, —1
173

Per tant, les rectes son secants.

(b) (1 punt) En cas que siguin secants trobeu el punt d’interseccié i I'angle de tall, si
son paral-leles la distancia entre elles. En cas que siguin iguals doneu dos punts de
s que es trobin a distancia 2.

Solucio:
Per trobar el punt de tall només resoldre el seglient sistema, que seran els Uinics
valors de = i de y que compleixen ambdues equacions:

3r—y =10
r+3y+3=0

Multiplicant la segona equacié per 3 i restant la segona menys la primera obte-

nim 'equacié 10y +9 =0—= y = —%. Multiplicant la primera per 3 i sumant
les dues equacions obtenim 10z +3 =0 = x = —%. Per tant, el punt de tall
sera P = (—%, —%).

L’angle el trobarem fent el producte escalar entre els vectors directors. De la
recta r tenim el vector director ¥, = (1,3) (girant 90° el vector gradient), i de
la recta s tenim U4(3,—1). L’angle per tant sera:

170 17l 1l

cos(a) = =0

Com el producte escalar és nul les rectes seran perpendiculars.

(¢) (0.5 punts) Trobeu l'equaci6 de la recta ¢ paral-lela a r que passa pel punt A =
(2,2).
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Solucié:
Per tal que sigui paral-lela a r la recta ¢t ha de ser de la forma

t:3r—y+C=0
Per trobar la constant C' només cal imposar que passi pel punt A = (2,2):
3:2-24C=0= —4
Per tant, la recta en forma general sera:

t: 3xr—y—4=0

(d) (1 punt) Trobeu I'equacié de la circumferéncia ¢ que és tangent a les rectes r it i
té centre a la recta s.

Solucié:

La situacié és la segiient: les rectes r i ¢ sén paral-leles (la circumferencia hi
ha de ser tangent), i la recta s és perpendciular a les dues. Aixi, el centre de
la circumferencia sera el punt mig (M) entre els punts de tall de les rectes s i
r (P, trobat a l'apartat b)), i entre s i t (@, caldra trobar-lo). El radi de la
circumferencia sera la meitat de la distancia entre les rectes r i t. La situacio es
resumeix a la segiient figura:

Trobem primer el punt () resolent el sistema
3r—y—4=0
r+3y+3=0

Multiplicant la primera equacié per 3 i sumant les dues equacions obtenim

102 -9=0= 2= 1%, i multiplicant la segona per 3 i restant la segona menys

la primer obtenim 10y + 13 =0=—=y = —%. Per tant, els punts () i M seran,
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recordant que P esta trobat a I'apartat b),

o= (5 -2y = w=Pre i) i)

107 10 2 2
(6 2\ (3 1
S \2-100 2-10/  \10" 10
Ara trobem el radi:
d(r,t)  d(A,r) 13-2—2| 4 2

R: pum pum— pu— pum—
2 2 2¢/32+ (=12 2v10 V10

Aixi, I'equacié de la circumferencia sera:

) - G
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