Tema 1: Funcions




Repas Definicions generals
Limits a l'infinit Algunes funcions importants
Limits laterals Funcions d des a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Funcions reals de variable real

f(x) 9 4 1 0 1 4 9 2
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Definicions generals
Limitsa I’ i Algunes funcions importants
Limits laterals Funcions definides a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Punts de tall amb els eixos

o Eix vertical (ordenades): ordenada a I'origen o bé imatge del zero: només cal calcular
f(0). El punt és de la forma (0, f (0))

o Eix horitzontal (abscisses): busquem el valor de = que fa que f(z) =0, sén punts de la
forma (zo,0). Cal resoldre I'equacié:

f(z) =0
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Definicions generals

Algunes funcions importants

Funcions definides a trossos
Composicié de funcions i funcié inversa

Domini d'una funcié

No tots els valors de = tenen perque tenir imatge.

Definicid

Domini: sén tots els valors d’x pels quals la funcid ens retorna algun valor (tenen imatge)

Motius pels quals una funcié no retorna alguna valor:

@ Denominadors que s'anul-len: caldra veure per quins valors d'xz el denominador s'anul-la i
treure aquells valors del domini.

@ Arrels que es fan negatives.

o Funcions definides a trossos: cal assegurar-se que estiguin ben definides als canvis de
branca.

o Logaritmes que s’anul-len o sén negatius.
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Limits a i Algunes funcions importants
Limit Funcions definides a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Exemple

2 -1
@ =22
Domini:
wr=0= wr==2
D(f) =R\{-2}
Punts de tall amb els eixos:

o Eix d’'ordenades: f(0) = %2;21 =—1
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Definicions generals

Algunes funcions importants

Funcions definides a trossos
Composicié de funcions i funcié inversa

Exemple

@ Eix d'abscisses:
2 —1

s 0= -1=0=z=+1
x + 2

[(cLo| [a0)

Observeu!

En funcions racionals (fraccions de polinomis):

@ Per trobar el domini ens fixem només en el denominador, volem saber quan val 0 aquells
valors caldra treure'ls.

@ Per trobar els punts de tall amb OX busquem quan el numerador val 0. Després caldra
comprovar que solucié sigui del domini (el denominador no s'anul-li)
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Taula de valors

~—

IND| —{ K

[\
Tl O O©
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Limits | Is Funcions definides a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Exemple 2

flx)=vVa?—2x—6
Domini: lo de dins de I'arrel (radicand) no pot ser negatiu.
QO Miremquanval 0: 22 —2 - 6=0=2=—2i2z=3
@ Mirem quan és negatiu avaluant el radicand:
I = 4F

©Q Ens quedem amb els valors que fan que el radicand sigui positiu o 0:
D(f) — (—OO, _2] U [37 OO)
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Definicions generals
Limits a i Algunes funcions importants
Limit Funcions definides a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Rectes

Excepte les verticals, son de la forma:

Yy=mx+n

@ m: pendent de la recta
@ n: ordenada a I'origen (punt de talla amb I'eix vertical o d’ordenades), ja que f(0) =n
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Definicions generals
Limits a i Algunes funcions importants
Limit Funcions definides a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Paraboles

Les que tenen I'eix vertical sén de la forma:

f(z) = az® 4+ bz + ¢

Si a > 0 mira amunt (convexa)

Si a < 0 mira avall (concava)

Punt de tall amb I'eix d'ordenades (vertical): (0,¢), ja que f(0) =¢

Punts de tall amb |'eix d'abscisses. N'hi pot haver un, dos o cap, segons el nombre de
solucions de I'equacié:

© © 0 ¢

ax’ +br+c=0

o Vertex de la parabola: la coordenada x ve donada per la férmula z,, = —%. Per trobar la
coordenada y només cal substituir z = x,,.
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Funcions definides a trossos

Sén funcions de la forma
funciél Siz...

f(z) = funci6 2 Siz...
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Limits | als Funcions definides a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Exercici

Fer la grafica de la funcié

i) = 22 +3x+2 six<0
] 2z—-3 siz>0

Es continua la funcié?
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Repas Definicions generals
Limits a 'infinit Algunes funcions importants
Limits | als Funcions definides a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Exercici

Trobar el domini, els punts de tall amb els eixos i fer la grafica de la funcié

f()— 2426 —2 six<0
V= 225242 siz>0

Tema 1: Funcions 13 /56



Repas Definicions generals
Limits a 'infinit Algunes funcions importants
Limits | Is Funcions definides a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Exercici

Domini, punts de tall, vertexs i grafica de les funcions

2 1)2—-1 si =il
fz) = 22w 4 sia 2 () = —(;f;) z:x—<1<x<1
Tl 22-22-3 siz>2 Y 2 : -
S+3r+6 siz>1
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Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Solucié

D(g) = R perqué les branques no presenten problemes i g esta ben definidaaz=—1iz = 1.
La funcid talla I'eix d'ordenades a (0, g(0)) = (0,0).
Trobem els punts notables de les tres branques
@ Operant: 2(x + 1)2 — 1 = 222 4 4z + 1 Tall abscisses:
202+ 4z +1=0= 2, =—-1— @ i g = @ — 1. Com z9 > —1, a la primera branca
només tenim un tall: (— = §,0>. El vertex es trobara a x = —1, just on es canvia de

branca. Aquest punt seria (—1, —1), I'haurem de pintar de blanc.

@ La parabola mira cap avall perqué a = —1. Tall abscisses: —z? =0 =z = 0, i tenim
només un tall, el (0,0), que és el mateix punt de tall que les ordenades. El vertex es troba
ax =01 pertant ésel (0,0).

@ Tall abscisses: %2 +3r+6=0= x1 =—3, xz0 = —6. Cap d'ells compleix z > 1, per
tant no talla.
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Definicions generals

Algunes funcions importants

Funcions definides a trossos
Composicié de funcions i funcié inversa

Solucié

La grafica quedara:

12

10

16 /56
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Funcid valor absolut

La funcié ‘“valor absolut” és una funcié definida a trossos: cal canviar el signe quan s'avalua

en valor negatius:
_ [ 9(@) sig(x) =0
()| = { —g(x) sig(x) <0
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Exercici valor absolut

Domini, punts de tall, vertexs i grafica de la funcié

f(z) =2z — 3| g(x) = ‘xQ —4x+3
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Limit Funcions definides a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Solucié

Trobem quan hi ha un canvi de signe:
2 —4r+3=0=131=1,20=3

Avaluant en algun punt a I'esquerra de I'1, entre 1 i 3 i a la dreta del 3 trobem

+ = S5
1 3
Per tant la funcié la podem escriure com:
2 — 4z +3 siz <1
giz)=¢ —(x>—42+3) sil<z<3

22 —4x +3 siz >3
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Limits a l'infinit Algunes funcions importants
Limits | Is Funcions definides a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Solucié

Per fer la grafica, com ja tenim el tall amb I'eix x, ens caldra algun punt i trobar el vertex.
Aquest es trobara a la branca del mig: 2 = —5- =2 — (2,9(2)) = (2,1). Com a punts
extres donem per exemple el (0, 3) (1a branca) i el (4,3) (3a branca).

9

L N O - NN

-35 -3 -25 -2 -15 -1 -05 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55
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Limits a i Algunes funcions importants
Limit Funcions definides a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Domini i punts de tall amb els eixos en funcions definides a trossos

o Caldra veure per cadascuna de les branques per quin valor s'anul-la el denominador

o Caldra comprovar si els valors trobats compleixen la condicié per entrar a la branca en
concret. De no ser aixi, aquell valor caldra descartar-lo.

Punts de tall amb I'eix OX
o Caldra igualar a 0 cadascuna de les branques i resoldre cadascuna de les equacions

@ Posteriorment, caldra comprovar que els valors trobats compleixen la condicié per entrar a
la branca corresponent.
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Composicié de funcions

Composar dues funcions vol dir “ficar-ne una dins I'altra”. Es a dir, primer fem una i el que
ens déna ho fiquem dins I'altra. Ho escriurem aixi:

(fog)(z) = f(g(x))
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Composicié de funcions

Composar dues funcions vol dir “ficar-ne una dins I'altra”. Es a dir, primer fem una i el que
ens déna ho fiquem dins I'altra. Ho escriurem aixi:

(fog)(z) = f(g(x))

Exemple:

3x + 2
f@)=va+2 g@)=""
aleshores

r—1

(7o 0)@) = flafa) = £ (227 ) =227 +2

(go @) =g(f(x) =g (Vz+2) Z%
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Propietats de la composicié

© No és commutativa
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Propietats de la composicié

Q@ No és commutativa
Q Element neutre: és la funcié Id(z) = x, és la funcié que no fa res
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Limits a i Algunes funcions importants
Limit Funcions definides a trossos
Continuitat Composicié de funcions i funcié inversa

Propietats de la composicié

Q@ No és commutativa
Q Element neutre: és la funcié Id(z) = x, és la funcié que no fa res

© Funcié inversa. La funcié inversa d'una funcié desfa la funcié: agafa imatges i les associa
a les seves antiimatges. Es a dir, la seva variable independent passar a ser y, i la
dependent la . S'escriu d'aquesta manera: f~!(y)
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Inspeccid rapida

Volem veure qué fa f quan x creix molt (anem a la dreta) o bé quan x la fem molt petita
(essent negativa, anem a I'esquerra). Es a dir, volem veure quan valen els limits

lim f(z) i lim f(2)

T—+00 T—r—00

A la practica fem una primera inspeccié substituint = per infinit, i mirem qué passa.
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

“Operant” amb oo

A la practica fem x = 0o 0 x = —oo (mentalment!). Coses que poden passar:
0 £-

Tema 1: Funcions 25 /56



Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

“Operant” amb oo

A la practica fem x = 0o 0 x = —oo (mentalment!). Coses que poden passar:
@ £-50
Q ¥
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

“Operant” amb oo

A la practica fem x = 0o 0 x = —oo (mentalment!). Coses que poden passar:
@ £-50
Q % — =+ oo Dependra del signes del numerador i denominador

Q@ oo+oo—
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

“Operant” amb oo

A la practica fem x = 0o 0 x = —oo (mentalment!). Coses que poden passar:
@ £-50
Q % — =+ oo Dependra del signes del numerador i denominador

@ oo+ o0 — 0

QD oo-00—
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

“Operant” amb oo

A la practica fem x = 0o 0 x = —oo (mentalment!). Coses que poden passar:

K 0

(0.0}
% — =+ oo Dependra del signes del numerador i denominador

00 - 00 — 00 (pot ser —oo si un dels dos és negatiu)

Q
Q
Q@ oco+o0o—
Q
Q

o
L -
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Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

“Operant” amb oo

A la practica fem x = 0o 0 x = —oo (mentalment!). Coses que poden passar:

— 0

K
(0.0}
% — =+ oo Dependra del signes del numerador i denominador

00 - 00 — 00 (pot ser —oo si un dels dos és negatiu)
o

— =+ 0o Dependra del signes del numerador i denominador

Q

Q

Q@ oco+o0o—
Q

© 7
Q 2
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Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

“Operant” amb oo

A la practica fem x = 0o 0 x = —oo (mentalment!). Coses que poden passar:
@ £-50

Q % — =+ oo Dependra del signes del numerador i denominador

Q@ oco+o0o—

@ o0-00— o0 (pot ser —oo si un dels dos és negatiu)

Q@ T — £ oo Dependra del signes del numerador i denominador

Q 20

Q k=
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

R Exempl
Continuitat empies

“Operant” amb oo

A la practica fem x = 0o 0 x = —oo (mentalment!). Coses que poden passar:
£ o0
% — =+ oo Dependra del signes del numerador i denominador

o0 + 00 — 00

o — 0o Dependra del signes del numerador i denominador
0
=~ —0

Q

Q

Q

@ o0-00— o0 (pot ser —oo si un dels dos és negatiu)

Q

Q

@ k°°Aixo pot donar o bé 0 o bé 00, dependra de si |k| < 1 o no i del seu signe.
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

Exempl
Continuitat empies

Indeterminacions

En alguns casos ens trobarem que no podem dir, a priori, cap on tendeix la successid, perque

el resultat esta indeterminat. Aquests sén:
00
Q) —

o0
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

Exempl
Continuitat empies

Indeterminacions

En alguns casos ens trobarem que no podem dir, a priori, cap on tendeix la successid, perque
el resultat esta indeterminat. Aquests sén:

Q
Q

0\08‘8
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

Exempl
Continuitat empies

Indeterminacions

En alguns casos ens trobarem que no podem dir, a priori, cap on tendeix la successid, perque
el resultat esta indeterminat. Aquests sén:

o =2
00
0
© 9
@ oco—
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Indeterminacions

En alguns casos ens trobarem que no podem dir, a priori, cap on tendeix la successid, perque
el resultat esta indeterminat. Aquests sén:

o =2
00
0
© 9
@ oco—
Q 0 -
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Indeterminacions

En alguns casos ens trobarem que no podem dir, a priori, cap on tendeix la successid, perque
el resultat esta indeterminat. Aquests sén:

© e C e
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Indeterminacions

En alguns casos ens trobarem que no podem dir, a priori, cap on tendeix la successid, perque
el resultat esta indeterminat. Aquests sén:

©C©CC e
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Indeterminacions

En alguns casos ens trobarem que no podem dir, a priori, cap on tendeix la successid, perque
el resultat esta indeterminat. Aquests sén:

€ e cCc e
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

Limits laterals
Exemples

Continuitat

Limits de funcions racionals: indeterminacid del tipus =

@ Ens quedem només amb el terme de grau més alt, tant al numerador com al denominador

Q Simplifiquem
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

Limits laterals
Exemples

Continuitat

Limits de funcions racionals: indeterminacid del tipus =

@ Ens quedem només amb el terme de grau més alt, tant al numerador com al denominador

Q Simplifiquem
. 202 o2 2
lim = lim — = -
z—400 3223  z—4o00 3/12 3
2x% — 22 + 3 214
lim - e lim L lim 2z =+

g—to00 23 + 222 — 1 25400 3 T—>+00

. 2 — z + 33 . 323 .

lim —————= lim — = lim —=0
z—+oo x* —2x4+1 2940 x T—+00 T
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

Exempl
Continuitat empies

Limits de funcions racionals

Podem anar més rapid:
axP + grau més baix

fz) =

~ ba? + grau més baix

aleshores només hem de comparar els graus i vigilar amb els signes.
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Calcul de limits
S Asil hori I
Limits laterals Ei:;ptlz_zes OitZonta s
Continuitat P

Limits de funcions racionals

Podem anar més rapid:
axP + grau més baix

f@) = bx? + grau més baix

aleshores només hem de comparar els graus i vigilar amb els signes.

e Sip=q = 3 | Asimptota horitzontal | e y = 3
lim f(z) e Sip<qg= 0/ perladreta ey=20
im f(x)=
B «Sip> e Si a i b mateix signe = +o00
. e Si a i b diferent signe = —o0
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Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

Exemples

)
e Si p =g = 3 | Asimptota horitzontal | ® y =
e Sip<q= 0| per I'esquerra oy=0
Paritat
xgrfloo (z)= . depig igual | diferent
: Signe
*SP>9 3l deaib
igual +00 —00
{ diferent —00 +00
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

Limits | s
fmits Exemples

Continuitat

Asimptotes horitzontals

Sén rectes horitzontals, de la forma
y=n

La funcid s'hi apropa en créixer o decréixer x:

- Per la dreta si xgglw f(z)=n

Asimptota horitzontal -
i - Per I'esquerra si lim f(z)=n
Tr—r—00
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Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Asimptotes horitzontals

Per exemple,

323 — 2
@) = ==
I

Per tant té una asimptota horitzontal que és la recta
y=3

tant per la dreta com per I'esquerra.
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Asimptotes horitzontals

La seva grafica és
50
40
30

20

Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals

Continuitat

Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Tema 1: Funcions
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

Exemples
Continuitat P

Exercicis:

Trobeu el domini, punts de tall amb els eixos i les possibles asimptotes horitzontals de les
segiients funcions

1172 X —
fla) =52 o) = "

3 —
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Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Exemples

im —
z—+o00 DT + 2
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

E s
Continuitat

Solucions
o 2—7-522 . 5% 5 . 2—gz—522 5 5
O BT ey T3 R e T3 YT 3
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Limits laterals
Continuitat

Solucions
. 2—T— 522 572 5 . 2—gz—522 5 5
.~ - s 37 3 FEAETIE zgrinoo 3m2 1 3 |YT73

o Te3 T T Tw—3
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Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Solucions
o 2—7-522 . 5% 5 . 2—gz—522 5 5
O MmNy T 3 REMLARTSE TT3 T T
. T3 T T . Tx—3
@ lim (-32°+32° —z+1)= lim —32° = —co No té AH.
T—r—+00 T— 400
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Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Solucions
o 2—7-522 . 5% 5 . 2—gz—522 5 5
O MmNy T 3 REMLARTSE TT3 T T

Q I Tx=3 e 7 7 = 0 Per tant, lim ﬂ ===

xig)lo 4x2 -7 - T—00 @ ; z—too 42 — 9
@ lim (-32°+32° —z+1)= lim —32° = —co No té AH.

T—r—+00 T— 400

_ 2 _
Q@ lim P lim %: lim \/§=§:> Y=

T——00 /1/ —9x2 T — _ % T——00

Wl N
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Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Solucions
o 2—7-522 . 5% 5 . 2—gz—522 5 5
O MmNy T 3 REMLARTSE TT3 T T

Q I Tx=3 e 7 7 = 0 Per tant, lim ﬂ ===

xig)lo 4x2 -7 - T—00 @ ; z—too 42 — 9
@ lim (-32°+32° —z+1)= lim —32° = —co No té AH.

T—+00 x—+00
: 7 — 4g2 . 47 \/Z 2 9
O o T=027 a0 | Tgpr Tane V5 =3 |Y =3
1 — 322 _37 _
Q lim 3Ty 37 _ him 3% — oo No té ALH.

11m =
z—+oco Hx + 2 z—+oo  Hx T—>+00
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Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Exemples

@ Ilim (5 — 3z 4 222 — x4)

r—r—00
o222 —3x+1
1-2
@ lim — — =

z—00 2 +4

. 6z =523 4222 -3
Q Ilim =
zooco 2x3 — 22420+ 7
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Repas

P ' . alcul limi
Limits a l'infinit (Ceftan]) dJ3 it

Asimptotes horitzontals

P Exemples
Continuitat P

Solucions

@ lim (5—3:U—|—2$2—x4): lim —2* = —o0o No té A.H.

T—r—00 T—r—00

Tema 1: Funcions 37/56



Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

N ° Exemples
Continuitat P

Solucions

@ lim (5—3:U—|—2$2—x4): lim —2* = —o0o No té A.H.

r—r—00 r—r—00
222 — 3z +1 222 2
@ lim e Lo = lim S lim L —oo No té A.H.
T——00 3r+ 7 T——00 3T T——00

Tema 1: Funcions 37/56



Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Calcul de limits
Asimptotes horitzontals
Exemples

Solucions

@ lim (5—3:U—|—2$2—x4): lim —2* = —o0o No té A.H.

T——00 T——00
B S i . 222 )
Q) xEIPmTH _ mEIfnoog _ xgrfnooi = —co g 2l
1-—-2 —2
Q@ Ilim m=lim—x=hm——=OH lim ——=0=|y=0
T—00 :1:2—|— T—00 x2 r—00 I r—+oo g

Tema 1: Funcions 37/56



Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

Limits laterals
Exemples

Continuitat

Solucions

@ lim (5—3:U—|—2332—x4): lim —2* = —o0o No té A.H.

T—>—00 T—>—00
. 202 —3x+1 . 22 . x ,
O A T mr7 T AT T eile g T T NetAR
@ Iim 2o - lim 2% — m -2 —0— 1 2 _0—=T[y=0
b, g = o = m o =0 lim o=
. 6xt =3 4+222-3 . 62t . ,
Q xlgglo 2 — Pt 2m T —wli)rgoﬁ—wlggoiim—)mgrinoo?)a:—:too No té A.H.
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Calcul de limits
Asimptotes horitzontals

Exemples
Continuitat P

Exercici:

Trobar el domini, punts de tall amb els eixos i limits de la funcié a £o0

—1
7;2_4 siz <0
fa) =
2 -5r-6 4o
2x2 — 18

Tema 1: Funcions 38/56



Limits laterals

Asimptotes verticals

Limits laterals en funcions definides a trossos
Limits laterals en denominadors que s'anul-len

Indeterminacié del tipus %

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Limits laterals

Mirem que |li passa a la funcié quan x s'apropa a un valor:

lim f(z)

Tr—a
https://www.geogebra.org/m/pbpnfbzz

En alguns casos haurem de distingir entre apropar-se per la dreta o per |'esquerra:

lim f(z) = f(a™) Ens apropem a = a per la dreta
z—at

lim f(x) = f(a™) Ens apropem a x = a per |'esquerra
T—a—

Tema 1: Funcions 39/56
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Limits laterals

Asimptotes verticals

Limits laterals en funcions definides a trossos
Limits laterals en denominadors que s'anul-len

Indeterminacié del tipus %

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Limits laterals

Coses que ens poden passar en fer

lim f(z)

© Tenim una funcié definida a trossos que canvia justament en & = a: per una banda farem
servir una branca i per |'altra I'altra

Q En z = a se'ns anul-la el denominador pero el numerador no. Aixo ens donara co o —oa,
haurem de mirar el signe a cada banda

@ En z = a se’ns anul-len tant numerador com denominador: Aixo ens donara una
indeterminacié del tipus 8, que resoldrem simplificant.
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Limits laterals

Asimptotes verticals

Limits laterals en funcions definides a trossos
Limits laterals en denominadors que s'anul-len

Indeterminacié del tipus %

Limits a I'infinit
Limits laterals
Continuitat

Asimptotes verticals

Sén rectes de la forma
T=a

on la funcié té una discontinuitat asimptotica. Per tant tenim

lim f(z) =400 o lim f(z)=+c0

T—a~ T—at

La funcidé s'apropa a la recta quan x s'apropa a a.

Tema 1: Funcions 41 /56



Limits laterals

Asimptotes verticals

Limits laterals en funcions definides a trossos
Limits laterals en denominadors que s'anul-len

Indeterminacié del tipus %

Limits a I'infinit
Limits laterals
Continuitat

Asimptotes verticals

Per exemple,
3 — 10
—18
1. = — =
wp (7)== = oo
. —18
A, f(z) = G = oo

té una asimptota vertical que és la recta x = 2.
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Limits laterals

Asimptotes verticals

Limits laterals en funcions definides a trossos
Limits laterals en denominadors que s'anul-len

Indeterminacié del tipus %

Limits a I’
Limits laterals
Continuitat

Asimptotes verticals

La seva grafica, prop de z = 2 és
50
40
30

20

43/56




Limits laterals

Asimptotes verticals

Limits laterals en funcions definides a trossos
Limits laterals en denominadors que s'anul-len

Indeterminacié del tipus %

Repas

Limits a I'infinit
Limits laterals
Continuitat

Limits laterals en funcions definides a trossos

Si tenim

aleshores
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Limits laterals

Asimptotes verticals

Limits laterals en funcions definides a trossos
Limits laterals en denominadors que s’anul-len

Indeterminacié del tipus %

Limits a I'infinit
Limits laterals
Continuitat

Limits laterals en denominadors que s'anul-len

Si se'ns anul-la el denominador pero el numerador no, només caldra mirar el signe a cada
banda. Per exemple:
.1
lim —
z—0 T
S’anul-la el denominador en z = 0, pero el numerador no.

Mirem el signe del denominador a banda i banda:

= 4
,,,,, —‘_
0
Per tant tindrem
. 1 1 . 1 1 0
im — = — = — im — = — =400
z—0— T 0— z—0+ T ot
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Limits laterals

Asimptotes verticals

Limits laterals en funcions definides a trossos
Limits laterals en denominadors que s'anul-len
Indeterminacié del tipus J

Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Indeterminacié del tipus %

Si en fer el limit se'ns anul-len tant numerador com denominador, haurem de simplificar. Per
fer-ho farem, tant a numerador com denominador:

Treure factor comd, si es pot: x° + 2% — 22 = 22 (x3 +x— 1)

Fer que el coeficient de grau més alt sigui 1: 222 — 1 =2 (a:2 = %) 09—122=—(22-9)
Busquem les arrels: 22 -3z +2=0=2=1iz=2

Factoritzem: 2% — 3z +2=(z — 1) - (z — 2)

Alternativament podem identificar identitats notables: 2 +2x+ 1= (z+1)? o

22 —9=(z+3)(z—3)

T . ; ; . Lz=2J(a45) _  a45
Simplificar factors repetits al numerador i denominador: e TDET)

©00O0O0O

o
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Limits laterals

Asimptotes verticals

Limits laterals en funcions definides a trossos
Limits laterals en denominadors que s'anul-len

tinuitat inacié i
Continui Indeterminacié del tipus §

Exemple

Exemple:

47/56




Limits laterals

Asimptotes verticals

Limits laterals en funcions definides a trossos
Limits laterals en denominadors que s'anul-len
Indeterminaci6 del tipus 0

Limits a I'infinit
Limits laterals
Continuitat

Exemple

Exemple:

Factoritzant tenim:

I r—1 I r—T . 1
im —— = lim — -
r=1x2 —1 -1 (x+1) - (z—1] a—=1ax+1 2

i no cal fer els limits laterals, perque donen el mateix.
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Limits laterals

Asimptotes verticals

Limits laterals en funcions definides a trossos
Limits laterals en denominadors que s'anul-len

tinuitat inacié i
Continui Indeterminacié del tipus §

Exemple

f@) = ="t i f(a) =2
v T2 9241 il -

48 /56




Limits laterals

Asimptotes verticals

Limits laterals en funcions definides a trossos
Limits laterals en denominadors que s'anul-len
Indeterminaci6 del tipus 0

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Exemple
2
¢ —1
)= ——— lim f(x) =7
f(=) 22 —2x+1 x—>1f<)

Comencem substituint  per 1 aviam que surt:

. 22— 1 0 .., . . .. . p

lim ———— = — Indeterminacié: caldra factoritzar i simplificar

a—s122—2x+1 0

Per factoritzar trobem les arrels del numerador i denominador:

2’ —1=0= 2=+l
22 — 2z +1 = x = 1 (arrel doble)
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Limits laterals
Asimptotes verticals
Limits laterals en funcions definides a trossos

Repas
Limits a l'infinit
Limits laterals

I Limits laterals en denominadors que s’anul-len
Continuitat

Indeterminacié del tipus J

Per tant: .
22 — 1 (41 z+1 2
limJCi:limM (z+ ):lim£+ ==
e51232 —2r+1 a1 (:10—1)72 alz—1 0

—> Cal mirar els limits laterals!
Estudiem el canvi de signe del denominador en x = 1:

= 4+
4*7
1
Per tant:
z+1 2
zigl* f(fE) xigl* r—1 0— .
xz+1 2
Jim, (@) = lim 27 = G5 =+
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Limits
Limit:
Continuitat

Continuitat

Una funcié és continua en z = a

si en apropar = a a f(z) s'apropa a f(a):

https://www.geogebra.org/m/qpwezuéb

fla)

lim |f(2) N

lim [f(x)
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https://www.geogebra.org/m/qpwezu4b

Repas

Limits a I'infinit
Limits laterals
Continuitat

Continuitat

Definicié
Diem que una funcié és continua en x = a si en apropar x a a obtenim el valor de la imatge
d'a. Es a dir, f(x) és continua en x = a si

lim f(z) = lim f(z) = f(a)

T—a~ z—at

que és el mateix que dir

Tema 1: Funcions 51 /56



Repas

Limits a I'infinit
Limits laterals
Continuitat

Motius pels quals una funcié podria no ser continua

Principalment:
@ Punts que no sén del domini:

@ Denominadors que s'anul-len
@ arrels d'index parell que es fan negatives
@ altres: logaritmes que es fan 0, etc

@ Punts on funcions definides a trossos canvien de branca
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Continuitat

Tipus de discontinuitats

https://www.geogebra.org/m/pbpnfbzz

o De salt
o Asimptotica
o Evitable

Tema 1: Funcions 53 /56
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Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Discontinuitat de salt

Diem que f(x) té una discontinuitat de salt en x = a si els limits laterals existeixen (no sén
infinit) perd sén diferents:

fla™) # f(a™)
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Limits laterals
Continuitat

Discontinuitat de salt

Diem que f(x) té una discontinuitat de salt en x = a si els limits laterals existeixen (no sén
infinit) perd sén diferents:

fla™) # f(a™)

Les trobem en funcions definides a trossos:

% — iz )=
f(m):{ 1 s <1:>{f(1) 0

20 —3 sixz>1
Té una discontinuitat de salt en x = 1.

Tema 1: Funcions 54 /56



Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Discontinuitat asimptotica

Discontinuitat asimptotica

Diem que f(x) té una discontinuitat asimptotica en = = a si algun dels dos limits laterals és
+00 0 —o0:

f(a™) ==+ o0 f(a™) = 0

Tema 1: Funcions 55 /56



Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Discontinuitat asimptotica

Discontinuitat asimptotica

Diem que f(x) té una discontinuitat asimptotica en = = a si algun dels dos limits laterals és
+00 0 —o0:

f(a™) ==+ o0 f(a™) = 0

Les trobem quan el numerador s'anul-la pero el numerador no:

3
2 f(I7) === -

Té una discontinuitat asimptotica en x = 1.

Tema 1: Funcions 55 /56



Repas

it

Limits laterals
Continuitat

Discontinuitat evitable

Diem que f(x) té una discontinuitat evitable en z = a si els limis laterals existeixen (sén
finits), sén igual perd no coincideixen amb el valor de la funci6é en = = a. La funcié té un
“forat” que es pot evitar “omplint-lo”.

Tema 1: Funcions 56 /56



Repas

Limits a l'infinit
Limits laterals
Continuitat

Discontinuitat evitable

Diem que f(x) té una discontinuitat evitable en z = a si els limis laterals existeixen (sén
finits), sén igual perd no coincideixen amb el valor de la funci6é en = = a. La funcié té un
“forat” que es pot evitar “omplint-lo”.

Les trobem quan hi ha cancel-lacions al numerador i denominador:

=l 22— 1 (z + 1)(z—1)

=5
D'una banda f(1) no existeix perqué = 1 no és del domini, perd en canvi tenim
fan)=rfa7)=2

Tema 1: Funcions 56 /56
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